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Definicion de funcion
Dominio y rango de una funcién
Funciones basicas:
Funcion lineal
Funcién cuadrética
Funcion logaritmo
Funcion exponencial

Funcién seno

#$%

Al final del capitulo el alumno debe:

Explicar el significado de funcion.
Determinar el dominio de una funcién.

Graficar funciones lineales, cuadraticas, logada®siy exponenciales.

Leonard Euler

Matematico Suizo,
Naci6 en Basilea el
15 de Abril de 1707.
Principal impulsor de
la notacion de una
funcién. En 1733, con
solo veintiséis afios
paso a ser el principal
matematico de la
Academia de Cienciag
de San Petesburgo, e

Rusia.

-

Graficar la funcion seno identificando el periodmplitud, frecuencia y desfasamiento.
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El propésito fundamental del calculo son las funem En este capitulo preliminar
prepara el camino para el calculo, presentandoctogeptos béasisoreferentes a I
funciones como su definiciébn, dominio, rango y m&f Su empleo permitir@escribir
modelos matematicos de fendmenos del mundo realfur@ones que se van a anali
seran las lineales, cuadréticas, exponencial, ilmgian y la funcién seno.

Resulta util comparar una funcién como una maquina.

Si x est4 en el dominio de la funcién entonces cuandoentra en la maquina, se ace
como una entrada y la maquina produce una si{kflde acerdo con la regla de la funcic
de este modo, puede compaghdominio como el conjunto de todas las entraplasibles y
el rango como el conjunto de todas las salidad|@ssi

Muchos fendmenos tienen un comportamientorpedio de una funcion. Por ejemplo

relacién entre la altura del hombre (en pulgadesp)ecto a su edad es una funcion.

-— LA ESTATURA MEDIDA
CADA CINCO ARDS

15 15 |

all

Un cdlculo oproximado de crecimiento de un hombre des-

Logs |

do la infancia se obticne al medir su estatura cada cinco

afes. Las lineas rectas sefalan la proporcidn de crecimiento.

Fuente: http://www.librosmaravillosos.coratematicalife/capitulo05.html

& N &

Observacion Una funcion f es un conjunto formado por todos los pares odbnde la formax( f(x))

SiDom f no se . .
. donde se le asigna a cada elementte un conjuntd, exactamente un elemento, llamado
espeC|f|ca, entonces,

el Domf es el f(X)'
conjunto mas grande | C &

de valores d& para

los cualed (x) existe. | E| conjuntoD se llamadominio de la funciénf y se denota por Do El nimerof (x) es

el valor def enx.
El Rango def es el conjunto de todos los valores posible$ @¢, conformex varia en todo

el dominio y se denota por R&n
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Ejemplo 1:

Tras establecer la relacion entre el nimero de déagecimiento del arbol y las ramas que
tiene en cada afo se obtiene el siguiente conflenfrares ordenados que representa la funcion

del crecimiento.
f={1;1), (2;2), (3.4% 8), (5; 16), (6; 32), (7; 64)}

Grafique los pares ordenados en un sistema de exexlds rectangulares y determine el

dominio y rango de la funcion.

Resolucion:
Como cada pareja ordenada representa un punto @anel coordenado, al localizar dichas

parejas se obtiene la siguiente representacioicgrdé la funcion.

o 1
Ramag = =1 Fr s *
0

507
40
301
207

107

ELC, fo? SRR RISy S e e B S I R e

7 f ARos

et Lo e W W b e

El dominio de la funciérf es {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7} (observa que en est®eslominio
representa al nUmero de afios) y el rango de Gdrf es {1; 2; 4; 8; 16; 32; 64}( en este

caso el rango representa las ramas del arbol) .

Ejemplo 2:
Determine el dominio y rango de la funciéncuya gréfica es:

PNy

3.0
2.0

1.0
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Resolucion:

3.0

Dominio f :

Proyectamos la grafica de la funcién

2.0
sobre el ejex, obteniéndose un

conjunto de puntos en forma de un Ranf

1.0

segmento horizontal que va desde 0 a 3

¥ X

con lo cual se obtiene que el dominio

4.0

de la funciénf es el intervalo [0;3],

entoncesDont =[0;3]

<1.09

|4— Domf —>

Proyectamos la gréfica sobre el gj@bteniéndose un conjunto de puntos en forma de un

Rangof

segmento vertical que va desde —1 a 3 con lo euabbene que el rango de la funcibnes el
intervalo [-1;3] entoncesRarf = [ ];3]
Ejemplo 3:
Determine el dominio de la funci@en cada caso:
a. 9(x) =x*+3x%- 23x* +45x +12
Resolucion

Como la variable, no tiene restricciones puede asumir cualquiarnetonces el domino de la

funcidng es todos los numeros reales, se escillman f =R

Observacion
analizar el
de

funcién con regla de

Para
dominio una
correspondencia,
debs
se

ésta no
simplificarse,
analiza con la reglg

de correspondencig

X2 +3x
b. 9X)=——-
X- 4

Resolucion

La condicién para que la funcion raciogakea posible evaluarla es que el denominador sea

diferente de cerox- 41 0 xt 4

En este caspdebe ser diferente de cuatro, entonbesng =R - {4}

original.

C. h(x) =+/x-1
Resolucion

La condicién para que la funcidm se pueda evaluar en los reales esxju&? 0, es decir que

la variablex debe ser mayor o igual que 1, entonbesnh =[1+¥|

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA



ACTIVIDAD 1

1. Determine el dominio y rango de cada una de lasesiges funciones:

[P

| |
T 1
=r Lo}

fmmm ek mm————

A=

e

J
2

T e

----Fr--=---7
[ e e

Resolucion

2. Determine en cada caso el dominio de la fundiGn cada caso:

x® +3x2 +5x- 3

f(x)

a.
Resolucion:

_ x*+8x% +5x
X2 - X

f(x)

b.

Resolucion:

=4/3- X

fF()

c.
Resolucion:
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A continuacién se mostraran las funciones afinalineuadratica, exponencial,

logaritmo y seno.

*+ n n

En las gréficas que a continuacion se muestrgmjege observar como varia el consumo de
una vela en milimetros (mm) en distintos instantes

0123456 7 8 horas 01234567 8 horas

180 —

200—

012345678 horas 01234567 8 horas

Fuente: http://recursostic.educacion.es/secundaria/

Al inicio la vela mide 200 mm, después de 4 ha@aba consumido 60 mm, después de 6
horas se ha consumido 100 mm y después de 8 $m®i@mn consumido 160 mm, como se
ve en la ultima figura, origindndose 4 puntos ((@)60), (6;100) y (8;160). Si unimos todos
los puntos se forma una linea, la cual sera fecgrde una funcion a la que llamarenadis
lineal.

La funcionf que pasa por los puntd3(x;y;)  Q(X;Y,) se llamarafin lineal dex, si

tiene la siguiente regla de correspondenciaf(x) =mx+b bt 0

Yo- Y1

— dondem es la pendiente, y se determina de la siguienteeraam =
Observacior: X, = X

Sib =0 la funcién y b es la interseccién de la funciéncon el ejey.

serd y = f(x) = mx

y se le llamara Ejemplo 1:
funcion lineal.

Determine la regla de correspondenyia f (X) =mx+b | de una funcién afinque pasa

por los puntos (0; 2) y (4; 0).

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA 8



Resolucion

La regla de correspondencia es de la fornges= f(x) = mx+b

0-2_-1_ ¢
4-0° 2

entonces la regla de correspondencia de la furnci@era f(x) =- 05x+b

Determinando la pendienten=

y comof , pasa por (0; 2) entonces se reemplaza esteemqara determinar el valor de

f(0)= —0,5(0)b resolviendo se obtiene= 2, por lo tanto la regla de correspondenciade |

funcion afin linealf sera :f(x)=- 05x+2

Ejemplo 2:

Grafique la funcién afin linedl, cuya regla de correspondencia é¢x) = x+1

Resolucion:
De la tabla se obtienen los puntos (0;2),0), (1;2) y (2;3), estos se ubican en elx y
plano cartesiano y luego se traza una recta qse por dichos puntos, O 1
obteniéndose la gréfica de la funcion. -1 0
2
: : vy i ¥ 3
R R S A e
g
SR L
A S S A A
e — T s
: : : x
R T
......... S T S A
TTaAT TS oo TTTTTT T I’"—E'__ """ r~-=="~""rr---°-- ATt
Ejemplo 3: PERU: LLEGADA DE TURISTAS EXTRANJEROS, 2002 - 2008

(Todas las fronteras)

La siguiente grafica muestra la cantidad, 2100

miles, de turistas extranjeros que arribaron

Perl entre los afios 2002 al 2008. Halle la re s

de correspondencia de la funcion afin linealc ~ **

00
describa este comportamiento, teniendo =
cuenta lo siguiente: n

Fusrm: MNNTER- SIDEVN
Elbaracion: MRGETURVME DSIET OFE

y: numero de turistas, en miles.
x : afio de estudio, considete0 para el afio 2002.
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Resolucion:

Como la funciorf es afin lineal sera de la formigx) = mx+b y como pasa por los puntos

(1; 1070) y (6; 1949), entonces su pendiente sera

1070- 1949
m=—" """

=1758
1-6 >

la regla de correspondencia de la funcfoes : f(x) =1758x+b

Para determinar el valor teesereemplaza el puntfl;1070) en la ecuacién

17581) +b=1070 resolviendo se ebéb = 894,2

Por lo tanto la regla de correspondencia de laidmnafin f sera:f(x) =1758x +894,2

Ejemplo 4:

En cierto pais europeo, cada factura de teléfocloya 25 euros por el alquiler de la linea y
una tarifa de 0,07 euros/minuto por cada una delléasadas. Determine la regla de
correspondencia de la funcidnla cual esy = f(X) = mx+b , qakciona el costo de la

factura ) con el tiempo de utilizacién del teléforng.(¢,A cudnto ascendera la factura, si el

tiempo de utilizacion de la linea ha sido de 100utts?

Resolucion:

Analizando la informacion se deduce que:

Si no realiza ninguna llamada pagaria 25 euros

Si realiza un minuto de llamadas pagaria 25 + 9,23,07 euros

Si realiza 2 minutos de llamadas pagaria 25+0,07+25,14 euros

Si realiza 3 minutos de llamadas pagaria 25+0,07+@,07=25,21 euros

asi sucesivamente.

Toda esta informacién se ordena en un cuadro Tiempo | Costo en

en euros
minutos

Se han originado los siguientes puntos (0;25) 0 o5

,(1;25,07),(2;25,14) y (3;25,21) , considerandima dos 1 25,07

primeros puntos para determinar la pendiemtela 2 25,14

interseccién con el ejeque ed 3 25,21

entonces se tendrgn = 2507- 25 = 007

y como pasa por = 0 cuandg = 25 entonces tendremds= f (0) =25

Por lo tanto la regla de correspondenciafdes: y= f(x) = 007x+ 25

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA 10



ACTIVIDAD 2

1. Determine la regla de correspondencia de la funafomlineal f que pasa por los puntos
P(1;1)y Qf1:3).

Resolucion

2. Grafique la funcion afirf cuya regla de correspondencia é6x) = ;X +2

Resolucion

3. En la figutra adjunta se tiene la grafica de u

funcion afin lineal f, determine su regla de--:----------5-

correspondencia.

Resolucion

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA 11
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En nuestra vida cotidiana, existen muchas situasiajue se modelan por medio de una

funcién cuadrética, también existen objetos queetida forma de su representacion gréfica.
Por ejemplo el lanzamiento de una bala en una cemgi@ deportiva presenta una

trayectoria parabdlica, descrita por una funciéedcatica, como se observa en la figura.

il ] | lid 34 |

i blebickg . amls
bR el

| REEEES - CEE

LI

http://www.peruarki.com/actualidad/2008/04/05/

La regla de correspondencia de la funcién cuadré&s f (x) =ax® +bx +c

donde a, by c son numeros reales corDgy x es la variable real.

La gréafica de una funcion cuadratica es una cuavaddaparabola con eje vertical y

vértice V(h; k)

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA 12



Ejemplo 1
Considere la funcién cuadraticl(x) = x* - 6x+5

a. Determine las coordenadas de su vértice.

b. Determine los puntos de cortes de la gréaficd @en los ejes coordenados
c. Trace la grafica dd

d. Indigue el dominio y rango

Resolucion

a. Se identifican los coeficientes de la funcion ¢atida: a=1y b=-6,
luego se determina el vértice V(h;k), donde:

= - b:- -6: = = - = - " = %
T 2 3,k=f@)=(2- 6Q)+5=-4 V(h;k)=(35)

b. Para determinar las intersecciones de la funciédrética y el eje: f ()= 0,
x? - 6x+5= 0resolviendo se deduce quee1 U x= r&mplazando estos valores en
f se determinan los puntos (1;0) y (5;0).

Para determinar la interseccion con el eje=y0, con ello se encuentra el punto (0;5) .

c. Para graficar la funcion cuadrética, primero sealel vértice, luego las intersecciones

con los ejes coordenados en el plano cartesiaimalyfente se traza la curva

d. Proyectando la gréfica sobre el gjeobtenemos toda la linea horizontal debejegor
lo tanto el dominio de la funcioh sera todos los nimeros los real&om f = R
Proyectando la grafica sobre el eje y, obtenemadinea vertical que empieza de —4

y sigue hacia arriba, por lo tanRanf =[- 4;+¥[

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA 13



Ejemplo 2:

Se lanza un proyectil y la altura alcanzad@n Km) y los kildmetros recorridosestan
relacionados por la funcién cuadratidacuya regla de correspondencia es:

y= f(X)= - 2x* + 4x
A 1 km del lugar de lanzamiento se encuentra unaana cuya ladera sigue una funcion
afin linealg cuya regla de correspondencia es la recta de iéouac

y=g(x) =6x- 6
Halle el punto de la montafia donde se producii@ghcto.

Altura (Km)

1 2 ' Distanciarecorrida (Km)

Resolucion

Observe del grafico que el punto donde ocurre glacto esta determinado por la
interseccién de la pardbola y la recta, por loat@et igualan las reglas de corespondencia de
dichas funciones:- 2x? + 4x = 6x- 6

Resolviendo la ecuacion se obtiene aproximadangumex = 1,30 , reemplazando en la
funcion f og se obtieng =1,82 .

Por lo tanto el proyectil recorrié una distanoiald3 km y alcanzé una altura de 1,82 km.

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA 14



ACTIVIDAD 3

1. Dada la funcion cuadratich tal que : f(X)= - x* +2x+15
a. Determine las coordenadas de su vértice.
b. Determine los puntos de cortes de la gréficd den los ejes coordenados.
c. Trace la gréfica dd.

d. Halle el dominio y rango dé.

Resolucion

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA
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2. Grafique la funciones y g, sabiendo quef (x)= - x* +12x Y g(x) = x* - 20x.

Determine en cada caso: Dominio, rango, coorderdaléss puntos de interseccidn con

los ejes coordenados, maximo valor o minimo vatgla corresponda.

Resolucion:

3. Se lanza una pelota en linea recta hacia arribamawelocidad inicial de 40 pies/s, desde
5 pies sobre el nivel del suelo. IBE 40t - 162 +5 es la ecuacion que describe la altura
de la pelota después tisegundos,

a) ¢Alcanzara la pelota la altura de 100 pies?

b) Calcule la altura maxima que alcanza la pelota.

c) ¢Cuanto tiempo demora la pelota en llegar al suelo?
d) Grafiqueh.

Resolucion:

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA 16
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En la naturaleza y en la vida social existen nuserdendmenos que se rigen por leyes de

crecimiento exponencial. Tal sucede, por
EI -i.ﬁ i ap -‘.‘. ..;‘ -

Un "cocktail” inédito de virus aviario,

ejemplo, en el aumento de un capital invertido

e

interés continuo o en el crecimiento de las., < . humanoyiporcno K
» Gripe Gripe \
aviaria humana | N

poblaciones. En sentido inverso, también Iaé}

gl | a\
. . . . f 11 |
sustancias radiactivas siguen una ley T { V)

Gripe porcina ) Y g

exponencial en su ritmo de desintegracion pafegisiee scomonar /

una nuevacepa .

producir otros tipos de &tomos y generar energl’m v [ Sintomas |
y radiaciones ionizantes. Del cerdo | | (o)— g v mes
alhombre | ) ol Tos intensa,
. . Por via aérea \De hombre ) SSianmce
También la expansion de una enfermedad,(mercare || ahombre || “T"W e
. . _no presenta | |/ ( Porvia ( | {1
como la gripe porcina, se comporta como unannginrisso) | | U :| epkatork |;{ O T deapsteo
A ) |

[}
¥ n LJ %
AFP 260409 ‘\E’l N \\'!‘:, J! N I

S

funciéon exponencial. !

Fuente: http://www.radiansscharg)/virusAHIN1.html

La regla de correspondencia de una funcién expdsepeesenta la forma:f (x) =b*

donde la bask es una constante positiva y diferente de uno.

[[ f(x):bx,b>1] [[ f(x)=b",0<b<1]

Ejemplo 1:
Grafique la funciénf, cuya regla de correspondencia fx) = 2*

indicando su domino, rango, intersecciones conejes coordenados y la ecuacion de su

asintota.

Resolucion:

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA 17



Se tiene:

f(x)=2"

Tabulando:

X y 4

0 1 *

1 2 . f

2 4

-1| 0,5

-2 | 0,25 .

e X

Se obtienen los siguientes puntos (0;1) ,(1;2),0 20 o o 20 30 40 5
(2,4),(-1,0,5) y (—2;0,25). 4
Al ubicarlos en el plano cartesiano y unirlos

mediante una curva se logra la figura mostrada

Luego: Domf =R Rangf = ]0;+¥[
Interseccion con el eje (0;1) No tiene interseccidn con el gje

La gréfica de la funciorf se acerca al ej¢ pero no lo intersecta, este comportamientojdel e

x corresponde al de una asintota por lo tanto lacén de dicha asintota gs= 0.

, [# " "0

La funcion exponencial natural es de la forn’izéx) =e” con base. ( Es comun referirse a ella

simplemente como la funcién exponencial).

] "
El nimeroe se define como el valor al que se aproxima " (1 T ;)

n 1 2.00000
1+~ cuandm se vuelve grande. 5 2.48832
n 10 2.59374
100 270481
€=2,718281824590452336... 1000 271692
10 000 271815
100 000 271827
1 000 00O 271828

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA 18



Ejemplo 2:

El INEI utiliza una formula muy similar a ésthl(t) = 25939

001497t

para predecir la

poblacion, dond#l es la cantidad de peruanos en milégy el tiempo en afios

Determine;:

a. La cantidad inicial de habitantes.

b. ¢ Cuantos habitantes habra aproximadamente denfraities?

Resolucion:

1. Para determinar la cantidad inicial de habitantesomisidera= 0 con lo cual
N(0) = 25939 , entonces la poblacién inicial ser@8®©39 000 habitantes.

2. Para determinar la cantidad de habitantes luedgoaf®s se consideta 6 con lo cual
N(6) = 28 376,678 , entonces la cantidad de hakisandiespués de 6 afios sera de

28 376 678 habitantes.

Ejemplo 3:

Grafique las funciom, sabiendo que su regla de correspondencib(&); e* - 3.

Determine el dominio, rango, ecuacién de su asintaoordenadas de los puntos de corte

con los ejes coordenados.

Resolucion:

Gréfica def: f(x)=¢* - 3
Domf=R

Ranf = Jo;+¥|
Asintota:y=-3
Interseccion con el eje y:
x=0 f(0)=e’-3=-2
Punto de corte ef0;- 2)
Interseccion con el eje x:
y=0 e*-3=0
Resolviendo:

=3 x=In3

Punto de corte e€in30)

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA
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ACTIVIDAD 4

1. Grafique la funcionf, cuya regla de correspondencia es
f(x)=¢e*+2

indicando domino, rango, intersecciones con l@s eoordenados y la ecuacion de su

asintota.

Resolucion:

2. Determine las coordenadas de los puntos de intéésecon los ejes coordenados de la

grafica de la funciérf , cuya regla de correspondencia €€x) = 2(5)* - 1250

Resolucion:
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¢Hay situaciones de la vida diaria donde se usesslzalas logaritmicas?

Pues si, se usan en algo tan cotidiano como aehg!. Habras visto que en los frascos de

champu a veces se indica: “ph neutro”. ;Qué e8Il p

El ph es la concentracion de iones de hidrogenonendisolucion quimica. El nimero de

iones de la concentracion esta dado en potencié8:de 10'107210°,..

El ph es el nimero opuesto a ese exponente; a3 eleapuesto del logaritmo. El ph mide el

caracter acido o basico de los jabones, lociorteanpus, etc. Con ph = 7se dice que es

neutro y suele recomendarse por no ser agresivdacoiel y el cabello. Un ph inferior a 7

corresponde a una disolucién acida; si es supafioes basica.

La escala logaritmica mas conocida es la escaRiad#er para medir la intensidad de los

terremotos. Se mide la energia liberada en umtete mediante la amplitud maxima de las

ondas que registra el sismografo. Dado que llelgab&r diferencias enormes entre unos y

otros casos, se define la magnitud del sismaatitio logaritmos

F"IL "'“'.:,

Desasirose
de
Richter D“‘“‘“‘& 0
it @
- @

S
nper i i

Fuente: http://www.rtve.es/aventura/mas-por-menelstapl2/actividades_parte_3.html

& $

Es la funcion cuya regla de correspondencia £) =log, x

donde, la baseesuna constante positiva y distinto dexss mayor que cero.

Gréfica def (x)=log, x SRR SRR S TN N NS S MRS SO
dom 1= Jo+¥| T

OO U SO OO ORI SOUNON SUORN SORUOR SUPHOR SRUONE SUUNO 8
Ranf =R

Asintota:x =0

Recordar:

y =log, (x)
U x=a¥
Ejemplo

logs 625 =4
porque5* =625
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Si a =10, entonceb(x) =10g,,(x) = log(x) ,y se llamaréogaritmo decimal.

Sia = g entonces la funciéf se

escribira comof (x) =log,(x) =In(x)

y se llamaralogaritmo natural o

neperiano.

Ejemplo 1.

Grafique f(x) =log, x, si a=2

Resolucion:

Comoy=log,(x) U x=a’, se tienex= 2,

Luego tabulando algunos valores se obtiene la tabla

log,1=0
log,2=1
log,4=2 0.5 -1
log, 05= -1 0,25 -2

BN | X

Ubicando los puntos en el plano cartesiano y umi@sdoor medio de una curva se obtiene
la siguiente gréfica:

Dominiof :]0;+¥[ Rangd= R

Interseccion con el eje (1;0) No tiene interseccién con el gje

La ecuacion de su asintotaxes 0.
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Ejemplo 2
La fuerza de un terremoto medida por la escalat®i@sta dada por la expresion

R= Iog(E)
lo
dondekE es la intensidad de las vibraciones del terremm&dido e |, es la intensidad de un
terremoto estandar.
El 14 de mayo de 1 995, el servicio de informaaidcional de terremotos de los EEUU
informé un terremoto en el sur de California qudithB en la escala de Ritcher, pero pocas
personas se dieron cuenta de esto.
Anteriormente, ese mismo afio, el 17 de enero, uen®to de Kobe, Japon, dejé 2 000
muertos y billones de délares en dafios este mjdiéryla escala Ritcher.
¢ Cuan mas intenso fue el terremoto de Kobe respkdCalifornia?
Resolucion
Del terremoto de California se tiene:
3=log( )

: E
Del terremoto de Kobe se tiené2 = Iog(l—z) °
0

Despejando la intensidad tenemog; =10°1, E, =107?I,

Dividiendo las intensidades

E, 107?I
9 =10*? »1584893192

-2
E, 10°l,
Luego el terremoto de Kobe tuvo aproximadamente intensidad de 15849 veces el

terremoto de California.
Ejemplo 3

Grafique la funcionf cuya regla esf(x) =log(x + 4) . Determine su dominio, rango, ecuacion

de su asintota y puntos de interseccién con lesogierdenados.

Resolucion
Domf = |- 4+¥]
Ranf =R

Asintota: x=—-4

Interseccion con el gje y:
x=0  (0)=log(0+4)=log4

Punto de corte e0;log4)

Interseccion con el eje ¢y =0
log(x +4)=0

Resolviendo: x+4=10°  x= -3. Punto de corte e¢: 30)
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[ACTIVIDAD 5 |

1. Grafique la siguiente funcidh cuya regla de correspondencia €§x) =In(x - 5)

indicando dominio, rango ,intersecciones con l@s goordenados y la ecuacion de su

asintota.

Resolucion:

2. Determine las coordenadas del punto de intersea®da grafica de la funciom con el

ejex .Siendo su regla de correspondencigx) = 3In(2- x)+1

Resolucion:
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En fisica, una onda es una propagacién de unarpacidn de alguna propiedad de un
medio, por ejemplo densidad, presion, campo etéctsicampo magmatico, que se propaga
a traveés del espacio transportando energia.

El medio perturbado puede ser de naturaleza divense aire, agua, un trozo de metal, el

espacio o el vacio. Su gréfica de una onda esunwoh senoidal.

La regla de correspondedeida funcidén seno e (x) =ser x

significa el seno del angulo cuya medida en radias.
Ay

Dominio: R. (no hay ninguna restriccion para laatale x) Rango[— 1,1]
T = Periodo =2p (Cada2p se repita el mismo bloque)
Desfase: 0 rad (un periodo empieza porigear)

En general se puede expresar corh¢x) = Asen(Bx + C)

| A =Ampitud | [[ T = eriodo- 2 ]

Ay

Donde:

[ Desfase - E ]]
B

= desfase

T= periodo
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Ejemplo 1:
Determine la amplitud,periodo, desfase y graficaf@e) = $en(2x- p)

Resolucion:

Amplitud: 4=4

Periodo: 22p =p

Desfase:g a la derecha

Ejemplo 2:

En la figura adjunta se tiene una funcibouya rega es (x) = A ser(Bx + C). Determine
la ecuacion de la curva.

_________

Resolucion:

Se deduce del gréfico que: Amplitud es 2, entoAce<.

EIperiodoes:Sg— ¥ =p Tzz—p— B=2

8 B

El desfase e%, entonces:- ;:,D C= - P

Finalmente, la ecuacion de la curva eflx) = Zen 2x - %
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ACTIVIDAD 6

1. Grafique la funcionf, cuya regla de correspondenciaex) = Sen4x- %)

Indicando amplitud, periodo, desfase.

Resolucion:

2. Sila ecuacion de la gréfica adjunta £6&<) = AsenBx + C) , detemine A, By C.

Resolucion:

0|

13w
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Limite de una funcion
Limites laterales
Continuidad de una funcion
Limites infinitos

Asintotas horizontales

Asintotas verticales

#$%

Al final del capitulo el alumno debe:

Calcular el limite de una funcién en un punto.

Interpretar geométricamente el limite de una fumeid un punto.
Reconocer las formas indeterminadas.

Calcular formas indeterminadas

Calcular limites infinitos y al infinito.

Determinar las asintotas horizontales y verticales.

Interpretar geométricamente las asintotas horilEmtaverticales.
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La idea de limite de una funcion esta relacionamta los valores que toma la funcion en
lugares cercanos a cierto punto. Por lo tanto,dmae diga [fmite de una funcién enalgun
punto”, se debera entender que interesa saber el coanpierito de la misma en una zona

muy cercanaa dicho punto.

Definicién de limite Seaf una funcién definida en un intervalo abierto abdaol dea
(no necesariamente an

Se expresa le'®m f(x)=L yse dice que el limite f{g) cuandax tiende hacia, es
a

igual a L.
)Z
& 5 Yy
Seaf una funcion definida er‘] a;+¥[ . f

Se expresalim f(x) =L
x® a

L [ |

y se dice que el limite d&(x) cuandox tiende ,

haciaa desde la derecha ¢ a) es igual &. 0 a X
Ya

& 67

Seaf una funcion definidare |- ¥;a[ .

Se expresalim f(x) =L
X® a

y se dice que el limite dgx) cuandax tiende

haciaa desde la izquierdax(< a), es igual &.
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Si el limite def(x) cuandax tiende hacia existe, entonces es Unico.

lim f(x)=lim f(x)=L
x® a x® a*

Si los limites laterales coinciden entonces podeafiamar que I|’®m f(x)=L
X® a

Caso contrario el limite no existe.

Formas
' $ indeterminadas
_ _ Si tenemos un limite
a) |X|®ma k=k b) !(I®maX -a de la forma
c) limx" =a" d) lim %/x =%/a , si n es para> 0 jim + 0
x® a x® a ' x® a g(x)
donde tantof(x)® 0
comog(x)® 0 cuando
Silim f(x)=L y lim g(x) =M , entonces: x® ase llamaforma
x® a x® a . .
indeterminada 0/0,
a)lim(f(x)xg(x)=LxM este limite puede
®
e existir o no.
b) Ii@gn ( f(x) xg(x)) =L xM Los tipos de formas
X® a
indeterminadas que s€
o) lim f(x) _L. M0 estudiaran en este
®ag(x) M libro son: 0. ¥
. 0'¥
Ejemplos

Calcule los siguientes limites:

X%+l
a lim

x®1 X3 +2
Resolucion:

X% +1 12+1 2
lim ==
x®lx3+2 13+2 3

Aplicando las propiedades de los limiteSeyset

. X?-3x+2
®2 X - X- 2

Resolucion:

Cuando se evalla la expresion y se obtiene laaf@i® , que es una forma indeterminada,
se procede a factorizar el numerador y denomingdog luego simplificar y finalmente
calcular el limite.

2 2 - - -
X - 3x+2_2°-32)+2_0 im XA _ o x-1_1

!<|®2 X2 - x- 2 2_2.2 0 ®2(x- 2)(x+1) ®2x+1 3
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Ix-1

lim
C. x®1 x-1
Resolucion:

Cuando después de evaluar se obtiene (4§ ura expresion irracional, se recomienda
racionalizar, luego simplificar y finalmerdalcular el limite.

_x-1_1-1_0

lim = =—
x®1 x-1 1-1 O

Cx-1, A/x+1 x-1 . 1
lim —=lm——F==lm——==
®1 X-1 /x+1 x®1(x-1)(/x+1) @1 /x+1 2

&
Intuitivamente se puede decir que una funcién atiraga cuando en su grafica no aparecen

saltos o cuando el trazo de la grafica no tienectba”.

En las figuras adjuntas se muestran cuatro funsidisgontinuas.

Una funciénf es continua en un niumeaisi cumple con las siguientes condiciones:

[ lim () existe]] [ lim £() = f(a) ]

[[ f(a) esta deﬁnida]]

Ejemplo 1:
Determine si la funci6hes continua en 2.

2
F(x) = X ,X<2
2Xx+1 ,x3 2

Resolucion:
Condicién 1: f(2)=2(2) +1=5

Condicién 2: lim f(x)= lim (x?)=(2)* =4
x® 2 x® 2°
diferentes, podemos afirmar que:

Dado que los limites laterales son

lim f(x)=lim(2x+1)=22)+1=5 i i
lim 1(x) X(EM( x+1)=2(2) lim f(x) no existe.

Coclusioén: La funcién es discontinua en 2.
31
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Ejemplo 2:

Seaf continua en todos los reales cuya regla de qureiencia es:

2_
X 24 X<2
X_

f=4 %
ax” - bx+3 2E£ x<3
2xX- a+b x3 3

Halle los valores da y b.
Resolucion:
Comof es continua en todos los reales, en particulaossnua erx=2 y x=3

Si f es continua ern= 2 se debe cumplir:lim f(x) =lim f(x)=f (2)
x® 2 x® 2*

Primero, se determinara el limite de la funcibrcuandox tiende a 2 por la izquierda

. . x*-4_0 - :
lim f(x) = lim =~ (forma indeterminada)
x® 2 w2 x-2 0

lim w: lim (X+2):4
x® 2° X- 2 x® 2

Segundq se determinara el limite de la funcibrcuandaox tiende a 2 por la derecha
lim f(x) = lim (ax® - bx+3) =4a- 2b+3
x® 2* x® 2*

Tercero, se determinara el valor d€2)

f(2)=4a- 2b+3

Como los 3 resultados deben ser iguales, se oldtéamgrimera ecuaciore4-2b = 1
Si f es continua er= 3 se debe cumplirlim f(x) = lim f(x) = f (3)
x® 3 x® 3*
Siguiendo en forma anéloga el proceso anterior
Primero, se determina el limite de la funcidncuandox tiende a 3 por la izquierda

lim f(x) = lim (ax® - bx+3)=9a- 30+3
X® 3 X® 3

Segundq se determina el limite de la funcidncuandax tiende a 3 por la derecha

lim f(x)=Ilim (2x- a+b)=6- a+b
x® 3* x® 3
Tercero, se determina el valor d&(3): f(3)=6- a+b

Como los 3 resultados deben ser iguales, obtenkensegunda ecuacionde 4b =3

4a- 2b=1
Resolviendo el sistema de ecuacionl%% h=3 .6 valor deaes 1/2 Y es 1/2.
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ACTIVIDAD 1

1. Calcule los siguientes limites:

] 2x% +1
a. lim ——
®2 xX°+6X- 4

Resolucion

Resolucion

] x? - 4x
c. lim ————
@4 x°- 3x- 4

Resolucion
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2. Halle los valores day b para quef sea continua en todos los reales.

5x- 4 JXE -1
f(x)= 2ax+b - 1<x<1
ax? - bx,x>1

Resolucion:

3. Enl as figura adjunta se muestra la gréafica deuuncion f, exprese los niumeros en los

que f es discontinua y explique por qué.

.1|I 1

=
Fa -
=3
i

CALCULO 1-UPC - EPE INGENIERIA 34



n 8 6
En la figura adjunta las rectas x = 1,

y = 1 se llaman asintotas.

Observa que para valores d@roximos a 1

el valor dey se hace cada vez mas grande o

%

mas pequefio (dependiendo si los valoreﬁ-\

proximos a 1 los tomamos a la derecha o ; \

izquierda de 1). De igual forma, para valores
muy grandes o muy pequefios de la variable
x el valor de la variablg se va aproximando

a 1 (recta horizontal).

Xale

y=1

Si los valores de la funciori(x) tiende al nimero L cuandoaumenta ilimitadamente, se

escribe |im f(x) =L
x® +¥

Si los valores de la funcidi(x) tiende al nimero M cuandodisminuye ilimitadamente, se

escribe |im f(x)=M
» -¥

Para calcular los limites al infinito de funcionesacionales, divida el numerador y

denominador entre elevado al mayor grado del denominador y calclilienite de la nueva

expresion.
: no_ .1
9 lim x" = +¥ lim — =0
X® +¥ x® +¥ y"
Ejemplos

Calcule los siguientes limites:

) 2x2
1. Iim —
X® +¥ X< - 2X
Resolucion:

Como el grado del denominador es 2,se daigwimerador y denominador entfe

se simplifica y calcula el limite respeotiv

2
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. Bx*+3x- 2
2. im0
® ¥ 3x° - 4x+1
Resolucion:
Como el grado del denominador es 3, se divide mlemador y denominador entsé

Obteniendo el limite respectivo.

5x2+3x 2
. 5X2+3X- 2 . X3 X3 ) X3 . X
lim ————=lim ~—"—~—= = =
O % - ax+l ©¥ B Ax 1 m¥ 5 4 1 3-0+0
. = %

X X3 x X

n 8 6
Asintotas . ~
Horizontales Definicion: Seaf una funcion
A
=a ] . -
4 La rectay = k es una asintota horizontal derecha,xlgl]j¥ f(x) =k
> La rectay =k es una asintota horizontal izquierda & f(x) =K

y=-b .

Ejemplo

Halle las ecuaciones de las asintotas horizongsilesisten) de la funciom , definida por la

regla de correspondencia:

D X<2
X- 2
f(x) =
x+1; x> 2
X- 2

Resolucion:

Se calcula el limite def (X)  cuangtiende a menos infinito

Entonces se puede afirmar gue 2 es una asintota horizontal izquierda.

Se calcula el limite de f(xX) cuangtiende a méas infinito

x 1 1

4+ = 1+ =
. X+1 . X X X
lim =1 =i =
X®+¥ X- 2 ®+¥ X 2 x®+¥1

X X X

Entonces podemos afirmar gue 1 es una asintota horizontal derecha.
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Los valores def(x) pueden hacerse tan grandes como se quieragpiaslos o

suficientemente cerca @ pero distinto de, es decir:

lim f(x) = +¥ lim f(x) = +¥
x®a* x®a

lim 1 = -¥
x® a”

. 1
lim = +¥
@a" X- a

Ejemplos:

Calcule los siguientes limites

a. lim
x®2° X - 2
Resolucion:

Al calcular el limite el numerador se aproximami2ntras que el denominador

cantidad muy pequefia positiva, el resultado ses&antidad muy grande.

. X 2
lim = — =
@2t X-2 0F
lim
x®2 X- 2
Resolucion:

Observacion:

1
lim == +¥
x® 0" X

im = -y
x®0 X

resulta una

Al calcular el limite el numerador se aproxima a doentras que el denominador resulta

una cantidad muy pequefa negativa, el resultadouser cantidad negativa muy grande.

si al menos uno de los siguientes limites, se cempl

lim f(x)= +¥ [im f(xX)= +¥ i - i R
lim (X) lim (¥) )!g@rgf(x): ¥ XI(!DT f(XE -¥

Definicion: Seaf una funcién, diremos que la ecuacion aes una asintota vertic

x=-b /A

=

Asintotas
Verticales

<V
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Ejemplo 1:
Observa en la figura adjunta que:
a) lim f(xE -¥

x®1*

Este resultado es suficiente para poder
afirmar que x =1 es una asintota vertical. \

b) Iim f(x)= +¥
X® 3

Este resultado es suficiente para poder

—— o o o o e e e e e - -
| m—

afirmar que x =3 es una asintota vertical.
Observa en este caso glie f(x)= p&o
x® 3*

por definicion basta que uno de los limites laexa@lea ¥ o+¥ para determinar
que en el valor indicado hay asintota vertical.

Ejemplo 2:
Determine la asintota vertical de la siguiente iimd cuya regla de correspondencia es

x-1

f(X)=———"—
» X2 - 3x+2

Resolucion:
Primero: Simplificando la expresién

F(x) = x-1 _ 1
(x-D(x-2) x-2

Segundo Al igualar el denominador a cexa-2 =0, se obtendra un candidato para la

ecuacion de la asintota vertical es deci 2.

Tercero: Para determinar st = 2 es una asintota vertical se toma el limitd deiandox
tiende a 2 por la derecha o por la izquierda |, gsiltado es ¥ 0 +¥  entonces se puede
afirmar quex = 2 es asintota vertical.

lim f(x) = lim —*
x® 2* x®2" X - 2

:i:+¥
O+

Cuarto: Se concluye que la funciéhtiene una asintota vertical, ecuacidr 2.
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ACTIVIDAD 2

1. Dada la gréfica de la funcién

Y

Calcule:

a) lim ()

b) x:lair.q f(X)

C) X4I3|'r_r1+ f(x)

) im, 109

e) ﬂ!)irg f(X)

f) lim f(x)

g) Ecuaciones de las asintotas horizontaleg

h)diones de las asintotas verticales

2. Determine las ecuaciones de las asintotas Imaites) y vertical(es) de la funcidn cuya

regla de correspondencia elqx) =

Resolucion:

x? - 3x- 4
X2 - 4x- 5
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Pendiente de una recta tangente a una curva

Definicion de Derivada

Interpretacion de la Derivada

Reglas de Derivacién

Regla de la cadena

Derivadas de orden superior

Derivacion implicita

Tasas relacionadas

Gréfica de funciones - Funcion creciente- Funciécreciente

Valores extremos de una funcién -Maximos o mininetetivos - Valores criticos
Criterio de la primera derivada para determinaekisemos relativos
Criterio de la segunda derivada para determineoit@avidad de una curva
Concavidad - Criterio de concavidad - Puntos dexidgn

Andlisis de la grafica de una funcién

Optimizacién de funciones

Criterio de la segunda derivada para valores exisem

Problemas de optimizacion

#$%

Al final del capitulo el alumno debe:

Conocer y manejar el concepto de derivada.

Aplicar las reglas de derivacion para calculadiesvadas de funciones reales.

Ser capaz de utilizar la derivada para determmeagdta tangente a una curva en un

punto; calcular maximos y minimos de una funciésptver problemas de

optimizacion.
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El concepto se derivada se aplica en los casosdemdecesario medir la rapidez con que

se produce el cambio de una situacion. Por ellanasherramienta de célculo fundamental

en los estudios de Fisica, Quimica y Biologia. Tiamken las ciencias sociales como |

a

Economia y la Sociologia se utiliza el analisis enddtico para explicar la rapidez de

cambio en las magnitudes que les son propiaslni@mée veremos la relacion que tiene la

derivada con los problemas de optimizacion deifumgs. Estos problemas decimos que

son de maximo o de minimo (maximo rendimiento, m@icosto, maximo beneficio,

minima aceleracion, minima distancia, etc).

Dada una curva que es la gréfica de una fungiérf (xX) y P un punto sobre la curva (fig. 1)

La pendiente de la recta tangente a la curva endPlanite de las pendientes de las rectas que

pasan por Py otro punto Q sobre la curva ( resgteantes), cuando Q se acerca a P.

recta tangente
Ya

o ™\

fig. 1 X fig. 2 x+h

La pendiente de la recta secante (fig. 2) que pasks puntos Py Q esigual a:

oo fxh)- (0
h

A medidaque h® 0 el punto Q se acercaa P, el valbrsg hace cada vez mas

Pendiente de
una recta

La pendientes () de

ua recia que pasa
por dos puntos
conocides (x1; v1) ¥

(52, ¥2)

-
11 /.-1/
A
Xt o :
1
A !
- ] !
o~ Xy ke
.'{/
V, — 3
M =—
X, — X

“pequeio”, es decir la recta secante se confuoddecrecta tangente a la curva en el punto

P.
Por lo tanto la pendiente de la recta tangentgLes &:

f(x+h)- f(x)

m=Lim
h® 0

Este analisis también se emplea en otras ciempmagjemplo en la Fisica se trabaja con la

velocidad instantaneaes la velocidad que posee una particula en tenitesdeterminado

o la velocidad que posee en un punto determinadio tdayectoria)
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Recuerde
La derivada de ung
funcion f cuya regla
es y = f(x) también
se representa de las

siguientes maneras:

dy
f'(x)=—""=y'
() oY

Recuerde
(a+b)? =a’ + 2ab+b?
(a- b)? =a® - 2ab+b?
(a+b)(a- b)=a? - b?

0 s(a) s( a'+ h) s

La velocidad instantanea de una particula en ampti¢ = a cuya ecuacion de movimiento

es s=f(t), se define por :

W(a) = Lim f(a+h)- f(a)
h

h® 0

En Economia por ejemplo, ebsto marginal (CM) es el incremento del costo total al
producir una unidad adicional del bien o servigo,la ecuacion del costo total para

producir x articulos de cierta mercancia esta dadaypan(x), el costo marginal (CM) se
M = Lim 9X* D)= dX) DX) o)

Dx® 0

calculara:

Como se puede observar estas tres expresiones kiemgésma forma

m=Lim_ X109 v(t) = le—f(a+h)- f(a) , CM=LimC(X+DX) o)

h® 0 h h® 0 h Dx® 0 Dx
Este limite recibe un nombre especial dentro d&luGa

&

Dada una funciorf cuya regla es/ = f (X), la derivada def con respecto &, cuya

representacion e$ '(x) se define como:

£1(x) = Lim T = 109

h® 0 h

si el limite existe.

Ejemplo 1:
Calcule la derivada de la funcidncuya regla esf(x) = x? aplicando la definicion.

Resolucion: Se tiene:

_ 2 _ 2
£1(x) = Lim f(x+h)- f(x) =Lim(X+h) X
h® 0 h he®0o h

Desarrollando el binomio al cuadrado y luego sifigalhdo:

x? +2xh+h?- x> . 2xh+h?

f'(x)=Lim =L|m7=Lim(2x+h)=2x
h®0 h h® 0 h h® 0

Conclusion: Sif(x) = x?entonces su derivada e!(x) = 2x.
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Ejemplo 2:
Calcule f '(4) aplicando la definicién, sabiendo quigx) =/x.

Resolucion:

B

h® 0 h

Recuerde

La conjugada de

Ja+-/b es
Ja- b

La conjugada de

Se racionaliza el numerador multiplicando por syjugada, luego se simplifica Va- b es

(@) = Lim Ja+h--/4, Ja+h+-/4 iy 4+h- 4

f'@=tm " =y !

)|
o h(/4+h+./4) neo Ja+h+/4

Evaluando el limite:

1 1

f '(4) = = :1
Ja+0+-/a 2+2 4
Conclusion: La derivada dé (x) =+/x parax=4 esf '(4) =i :

Observaciones:

1. Si existe la derivad&’(a), se dice qud es derivable ea.

2. Si no existe la derivadi(a), se dice qué no es derivable ea.

-Lm -—————/4+ "~
h® 0 h Ja+h+-/4 @0 h(/4+h+-/4)

Ja+-lb
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ACTIVIDAD 1

Calcule la derivada de la funcion en cada cascaptio la definicion:

1. f(X)=x*+3
Resolucion:

Se tiene la funciénf (x) = x? +3

Complete los pasos:

Segun la definicion:f '(Xx) =

Como: f(x+h)=

Entonces:f '(X) =

Efectle las operaciones correspondientes y simpéfi

Calcule el limite final cuanda® 0
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2 f(x)=i

Resolucion:

3. f(X)=+/x+4

Resolucion:
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&

& 2

f '(a) es la pendiente de la recta tangente a la grdéica= f (x) en el punto de abscisa

&
v(a) =s'(t) es la velocidad de una particula cuya posiciomevidada poly = S(t) en el

instantet = a. (velocidad instantanea).

& 2

f '(a) es larazoén instantanea de cambig def (x) con respecto acuandax = a.

! &
Obtener la expresion de la funcién derivada defuneidn dada implica calcular el limite que
define a esa funcidon derivada en un punto genégdgecir, calcular:
f(x+h)- f(x)
h

f'(X) = Lim

h® 0
Pero calcular ese limite cada vez que deseemosesbie derivada de una funcion resulta
bastante engorroso y por ello se obtienen (aunguasidemostraremos) unas expresiones o
férmulas generales que permiten obtener facilmenderivada de cualquier funcion dad. Esas
férmulas o reglas de derivacion son las siguientes:
*+ & 9

Una funcién constante es siempre derivable y swatta es siempre O.

e Ao
f(x)=k dx[k] 0

Ejemplos: af(x)=8 f'(x)= 3[8] =0
X
b.y=In6 y'=0

-+ & 9

La funcién identidad es siempre derivable y suvdela es siempre 1.

_ drg=
f(x)=x a[x]—l

CALCULO 1 -UPC - EPE INGENIERIA 46



A+ ' & ;

La funcién potencial de exponente refa(x) = x" es siempre derivable y su derivada se

determina de la siguiente manera:
Recuerda
d . a1
f(x)=x" —[x"|=nx""* X" ==
() S bl ¥
n
Ejemplos:  a.f(x)=x*  f/(x)=4x° iy = xm

b. y=x°% y'=-6x"
cf (X) =-/x en este caso observa que primero se debe pasaoneete

fraccionario y luego aplicar la regla de derivacion

1

f(9=/x =x? f'(x)=;x2'1=

N

f'(x)=2%

1 -
—X
2
1+ '

Si f es una funcién diferenciablecyes una constate, entonces f (x) es diferenciable y

su derivada se determina mediante:

909=cf(® o [of(]=ext (9

Ejemplos:  a.f (x) =8x®

f’(x)=8§x(x3) F/ () =8@x%)  '(x) = 24x2

5
b. y=—
y 2
y=5x? y=5-2x3%=-10x3 y=- 1(3)
X

4+ S

Si f yg son dos funciones diferenciables, entontesg y f—g son diferenciables.

SlE®+g09]= 109 +9'9

d P
Sl 097909 ]= (- 9'09

Ejemplos:

1. f(x)=6x+x®

F1(x) = ;'X(sx)+(i(x8) f(x) = 6+8%
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_4Ax° - X

X3

En este caso primero separamos para convertivigd en una resta

4x®>  x? i
y=—5- 5 =4x*- x*
XX X

Ahora se deriva aplicando las reglas estudiadas
d d
=4x?- x*t = —(4x?)- —(x*
y y=2 ) b
[ -2 i 1
y=(8x)- (1x ) y=8x+?
<+ '

Si f y g son dos funciones diferenciables, entonces eluastodlg también es diferenciable.

11 0xg00] = (02909 + F(x)x0°(9

Derivadadela segunda N primera  Derivadadela
X X

d
— | (X) xg(x)|=
dx[ (X)>q( )] primera funciébn  funcion funcion  segundafuncién

Ejemplo: f (x)= (x5 + 6)(x2 - 3)
Como se puede observar la funcibres igual al producto de dos funciones, entonoes

manera de hallar la derivada de f es aplicaadedla del producto.

f'(x) :o(ljx[xs +6]><(x2 - 3)+ (x5 +6)><%[x2 - 3]

f1(x) = [5x*] {x? - 3)+(x° +6)42x]
f '(x) =5x° - 15x* + 2x° +12x
f'(X)=7x%-15x* +12x
=+ &

Si f ygson dos funciones diferenciableg(x) 0, entonces la divisiof/ g también es

diferenciable.

d ) _fF'(x)g9(x)- f(x)*xg'(x)

dx_g(x) la)*

Derivadadel Derivadadel

erivadace {denominadg- (numeradax erivadace

d f(x) _ numerador denominado
dx g(x) (denominadg?
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x3- 4
x?+5

Ejemplo: f(x) =

Como se puede observar la funciébnes igual a la division de dos funciones, entsnce

una manera de hallar la derivadafdes aplicar la regla de la division.

Ay 4]>(x2 +5)- (x3 - 4)>%([x2 +5]

vy = X
f'(x) (x2 +5)2
f o) = |_3X2](X2 +5)- (x3 - 412x]
x* + 5)2
oo 3x* +15x% - 2x* +8x
fr(x)= (x2 +5)2
£ = x* +15x? +8x

(2 +5f
>+ &
Si f (x)=¢€* , entoncesf '(x) =e*

2+ &

Si f (X)=Inx , entoncesf '(x) 1
X

*@+ !
Si f (X) =senx, entonces f '(x) = cosx
Si f (x) =cosx, entonces f '(X) = - senx
Sif (x) =tanx, entonces f '(x) =se¢ x
Ejemplos:

Aplicando las reglas de derivacion, calcule la \deta de cada una de las siguientes

funciones

a. f(x)=x"senx

Resolucion:

Observe que la funciéri es igual al producto de dos funciones, por lootaet aplica la

regla del producto.
, d d
f(x)= dx[x2]><(senx) + (xz)xa[senx]
£7(x) = 2x{senx) + (x2)xcosx

f7(X) = 2xsenx+ x? cosx
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X

e
b. g(x)= nx

Resolucion:

Observe que la funciég es igual a la divisién de dos funciones, por tidae aplica la regla

de la division.

—[e ]><(In x) (eX)F[In x|

g'(x=4 (inx)?

[e*]xin %) - (ex

9'(x)= (inx)?
e Inx- & . .
e e L LC i iy

c. h(x) =¢e" xcosx
Resolucion:

Observe que la funciém es igual al producto de dos funciones, por lootaet aplica la regla

del producto.
h' (x)-—[e] (cosx) + (eX)A[cosx]

h'(x) = [e] x(cosx) ( )x[ senx]

h'(x) = e* cosx- e*senx h'(x) = *(cosx- senx)

d. f(x)=(2x+5)?
Resolucion:

Observe que tiene un binomio al cuadrado, entohmegrimero que se debe hacer es

desarrollar el binomio

f(x) =(2x+5)? = 4x* + 20x + 25

Luego se aplica las reglas de derivacion

oo d o, d d
Fr(x) = 4a(x )+2oa(x)+a(25)

£(x) = 4(2x)+20(1) +(0)

f'(x)=8x+20
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ACTIVIDAD 2

Complete la siguiente tabla de derivadas:

Funcion Funcién Derivada
Funcion constante f(x)=k
Funcion identidad f(x)=x

Funcion potencial de f (x)=x"

exponente racional

Factor constante

f (xX) = kx

Derivada de la suma

diferencia de funciones

0f(X)+g(x)

Derivada de un producto f (x)>g(x)

de funciones

Derivada de una division f (x)

de funciones g (x)
Derivada de la funcion f(x)=¢"
exponencial natural

Funcion logaritmo naturgl f (x) = In(x)
Funcion seno f(X)=senx )
Funcién coseno f (X) = cos(x)
Funcion tangente f (X) =tanf)
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ACTIVIDAD 3

Aplicando las reglas de derivacion calcule la dataven cada caso:

1. f(x)=x°-3x*+5x- 8

Resolucion:

2. g(x) = x?senx + 2xcosx

Resolucion:

3. h(x)=x(Inx-1

Resolucion:

X

e
Xx+1

4. j(x)=

Resolucion:
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Dadas las funciones derivables g(u) y u=h(x), la derivada dey respecto dex se

determina aplicando la siguiente expresion:

dy _dy du

dx du dx

A este procedimiento se le conoce camgla de la cadena

Ejemplos:

1. Si f(x) =(x3+7)10, calcule f 'k )

Resolucion:

Observa qud se puede expresar de la siguiente manera
f(X) =(x3 +7)10® fuy=u)°® ,u=x*+7
Entonces para determindr (x) aplicamos la regla de la cadena

:Xf(x)z ‘:'j: ‘;'I‘): ® f'(x)=ju[u1°]><%[x3+7]

£(x) = [Lou®]{ax?]
Finalmente reemplazamas = x> + 7 se simplifica

£(x) =30(x* +7) x?

2. Sig(x) =€e*™, calculeg 'k )

Resolucion:

Observa queg se puede expresar de la siguiente manera:
g(x) =e*™® g(u) =(e)" , u=senx
Entonces para determingr x'(aplicamos la regla de la cadena

d g 99 AU g i AT
w07 G0 G @ 900 el feend

9'(x) = [e”]>{cosx]
Finalmente reemplazamag=serx y simplificamos

senx

g'(x) =e™™ cosx
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3. Si h(x) =In(x* +1), calculeh '« )
Resolucion:

Observa queh se puede expresar de la siguiente manera
h(x) =In(x4 +1)® hu) =In(u), u=x*+1
Entonces para determinar x'(aplicamos la regla de la cadena

. dg du , d dr .,
h = 2 ~~ ® h =—|I X—
() du dx () du[nLﬂ dx[X +ﬂ

h'(x) = i {ax?]

Finalmente reemplazamas = x* + yl simplificamos

4x3
x* +1

h'(x) =

CALCULO 1 -UPC - EPE INGENIERIA

54



ACTIVIDAD 4

Aplicando la regla de la cadena, obtenga la prirderavada de las siguientes funciones

Funcion

Derivada

f () =(g(x)"

f(x) =ed®

f(x) =In(g(x))

f(x) =serf (g(x)

f(x) = cos' (g(x))

CALCULO 1 - UPC - EPE INGENIERIA

55




ACTIVIDAD 5

Aplicando la regla de la cadena, obtenga la prirderavada de las siguientes funciones

1 f(x)=(x*+9f

Resolucion:

2. g(x) = ser{x3)

Resolucion:

3. h(x) ="

Resolucion:

X+1

4. f(x)=In

Resolucion:
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Seaf una funcion diferenciable, entonces se denotaocérh a la primera derivada dé&
puede suceder que esta nueva funcion sea a slexeahde, en este caso a la derivada de la
primera derivada se le denomina segunda derivada @iencién f. Del mismo modo, la
derivada de la segunda derivada se llama tercenzade de f, y asi sucesivamente hasta la
enésima derivada.

Dada una funciéry = f(x) para representar sus derivadas se emplean lasrgigs notaciones:

Primera derivada: f '(x) = (;j f(x)=y"'
X

2
Segunda derivada:f " (x) = 0?2 f(x)=y
X

3
Tercera derivada: f "'(x) = 33 f(x)=y"™
X

n

Enésima derivada:f " (x) = f(x)=y"

dx"
Ejemplos:
1. Si f(x)=x" entonces f '(x) =10x°
fr(x=100x) ® f(x)=90x°

f () =908x’) ® f(x)=720¢"

2. Si g(x)=xInx en este caso como se puede observar se tiemeducip

Por lo tanto se aplica la regla de la derivadardgroducto
g‘(x)=£[x]>4nx+x>£[lnx] ® g'(x)=[]]>4nx+x><1
dx dx X

Simplificando se obtieneg '(x) =Inx+ 1

Para obtener la segunda derivada se derivg '&x)

woy . d d N |
9 (x)—a[lnx]+a[ﬂ®g (=" +0

Finalmente:g "(x) -1
X
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ACTIVIDAD 6

Obtenga la segunda derivada de las siguientesoigegi
1. f(X)=x3+3x%- 4x+7

Resolucion:

2. g(x)=4ser(3x)- 9coq2x)

Resolucion:

3. h(x)=e

Resolucion:
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&

La mayoria de las funciones estan expresadas ma fexplicita esto significa que dada una
funcion y = f(x) la variable dependientg esta expresada en términosxde

Por ejemplocy =x*+ 1y= Ser(Zx); y= e

En estos casos para hallgr aplicamos directamente las reglas de derivacion.

Pero hay casos donde despejan términos d& es muy dificil y hasta a veces imposible, Por
ejemplo: x® - y* =xy+8; senfk- y) = y*; €Y =x?y®- 7 precisamente en estos casos

para hallary' se aplica la derivacion implicita.

Para derivar en forma implicita es recomendablerten cuenta lo siguiente:

a. Cuando se derivan términos que solo contienendaaderivacion sera la habitual. Sin
embargo, cuando se tiene que derivar un términdedaparezca Ig sera necesario
aplicar la regla de la cadena, debido ayjdepende dg.

Ejemplo 1: (;jx (x®) = 5x*

. d 7 6 dy 6,1
Ejemplo 2: — =7y’ x—==7
jemp dx(y) y dx yy

Ejemplo 3: §(x5y7) observe que en este caso se tiene un productio panto se aplica la
X

regla de la “derivada de un producto”.

E(X5y7) - C?x[xs] >(y7 +x5 &[W]

dx
—— ——

d 5.,7 4.,7 5,,6
— X =5x + 7X
dx( y')=Bxty’ + Xy

b. Dada una ecuacion de la formd(xy)= 0
Suponga que la ecuacion define (localmentg)c@mo funcion de&y que esta
funcion es derivable.
Derive con respectoxaambos miembros de la ecuacion, considerando camo e
los casos anteriores ques funcion dex.

Despejey’ en términos dex ey.
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Ejemplo: 6xy° - y* =8x+3y

Para calcula%/ , sSeguimos los pasos indicados:
X

Se deriva respecto a x ambos miembros de la igtlalda

A exe- v)= 4
OI)((6xy5 y) OI)((8x+3y)
Se aplican las reglas de derivacion
Al 91v]2gd ezt
6dx[xy5] dx[y] 8dx[x]+3dx[y]

6 by o [y -4yt b =a+3 ] 1)

6 (1)xy®° +><>6y“§X[y] - 4y°® xy' =8+3y'

6y +30xy*y'- 4y’y' =8+ 3y’
Se agrupan los términos que tiengn

30xy'y'- 4y®y'-3y'=8- 6y°

Se factorizay'
y' (30xy4 - 4y° - 3) =8- 6y’
Finalmente se despeja

_  8-6y°
30xy* - 4y®- 3
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ACTIVIDAD 7

1. Calcule jy en la ecuacion® +y? =9
X

Resolucion:

d L
2. Calcule d—y en la ecuaciory =e* +¢e’
X

Resolucion:

3. Halle la ecuacion de la recta tangente a la cuefimida por 2x® + 3y® =5xy en el punto
(11).

Resolucion:
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Teorema (Regla de L'Hospital)

Sean fy g funciones derivableg;(x)* 0 cercaday lim f(x) tiene la

x® a g(x)
forma indeterminada(r) 0 ﬁ entonces lim ey =lim () .
+¥ x® a g(x) x® a g'(x)

Observacion: La regla de L'Hospital también es vélida paraliostes laterales

Ejemplos :

XZ

1. Calcule: lim
x®0 sern(x)

Resolucion:

XZ 02
Evaluando se obtiene: lim e -1 =€ 1_1-1 = 9

x® 0 ser(X) ser(O)_ 0O O

Como es de la form% , se aplica la regla de L’'Hospital

2

ef-1 . 2xe
lim =lim

x® 0 Ser(x) x® 0 COS(X)

Evaluando se obtienelim 2 = 2.0€ —_O:

x®0 coSX ) cos(O)_ 1

0

2

. e -1
Por lo tanto: lim =0
x®oser(x)
4X
2. Calcule: lim —
® +¥ Y
Resolucion:
e4X +¥

Evaluando se obtienelim
® +¥ ¥ + ¥

+¥
Como es de la form{i? , se aplica la regla de L’'Hospital

e 4e™
lim —- = lim
x® +¥ ¥ ® +¥ 292X

AX A(+¥)
Evaluando se obtiendim de = de = 2(+¥) = ¥
@+ 2% 2(+¥) (+¥) +¥
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+¥ . .
Como es de la formfi? , huevamente se aplica la regla de L'Hospital

e4x e4x
lim = lim =8 lim e* =8¢&'¥) = +¥
x®+¥ 2y O+Y¥ X B+¥

AX

. e
Por lo tanto: lim — = +¥
X® +¥ X
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ACTIVIDAD 8

Calcule los siguientes limites:

X X

e*-e
1. lim————
x®0 sern(x)
2. Iim-—
® +¥ |n X + 2X
sen3x
3. Iim
x® 0
X- —sen2x
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=+ -
im In(x+1) - senx

4, i
xX®0 xsenx
3y 107
5. lim X*27-3

®04/x+16- 2
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+ &
La velocidad es la derivada de la posicion de uwilnaén respecto al tiempo.
Es decir sis(t) es una funcién que da la posicién de un movilueritbn del tiempo, entonces
la velocidad es/(t) =s ()
La aceleracion es la tasa de cambio de la veloaddadh mévil con respecto al tiempo.
Es decir siv { )es una funcion que da la velocidad de un movilflertion del tiempo,
entonces la aceleracién ef) =v'(t)=s t"/()
Ejemplo:
Calcule la velocidad y aceleracion de un moévil cpgaicidn estd descrita por la ecuacion
s(t) =5t +12t + 3, sit esta dada en segundos gn metros.
Resolucion:

Se tiene que la veloicidad es la derivada de l&cidos luegov(t) =s'(t) =10t + 12m/s
Como la aceleracién es la derivada de la velocisiadiene:a(t) =v'(t) = 10

Lo cudl significa que la aceleracion es constaiien/s .
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ACTIVIDAD 9

Si el movimiento de un objeto lo describimos poedaacions(t) =t° - t? , sit esta dada en

segundos ¥ en metros. Determine la posicion del moévil, laoeaad y la aceleracion en 6
segundos.

Resolucion:
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Una de las aplicaciones de la regla de la cadetwal® derivacion implicita es el célculo de la

rapidez con la que cambia una variable con respgobira variable, siempre que dichas

variables estén relacionadas mediante una expreséematica.

Por ejemplo, suponga que se tiene un tanque cfai@almacenar agua, si se le vierte agua
cada minuto, el volumen del agua dentro del taniauerofundidad del agua en éste y el radio
de la superficie del agua variaran. ¢Como detemiavelocidad con la que cambian estas
magnitudes?

Sabemos que las tres magnitudes nombradas esa@ion@ldas matematicamente a través de
la formula del volumen de un cono y ademas las smes funciones del tiempo entonces

mediante una derivacion implicita se pude determitzarazon de