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Capitulo 1
Estadistica 1

1.1 Introduccion

El término estadistica se deriva de la palabra latina status, que significa estado. Los
primeros usos de la estadistica tienen que ver con la recopilacién de datos y la
elaboracion de graficas para describir diversos aspectos de un estado o un pais. En 1662,
Jhon Graunt publicé informacion estadistica acerca de los nacimientos y los decesos. Al
trabajo de Graunt siguieron estudios de tasas de mortalidad y de enfermedad, tamafio de
poblaciones, ingresos y tasas de desempleo. En la actualidad los hogares, gobiernos y
empresas se apoyan en la estadistica para dirigir sus acciones.

Para muchas personas, estadistica significa descripciones numéricas. Lo anterior puede
verificarse facilmente al escuchar, un domingo cualquiera, a un comentarista de
television narrar un juego de futbol. Sin embargo, en términos mas precisos, la
estadistica es el estudio de los fendmenos aleatorios.

Uno de los aspectos mas importantes en estadistica es la posibilidad de obtener
conclusiones basadas en los datos observados. Este proceso se conoce como inferencia
estadistica. Si una conclusion obtenida para un indicador econémico importante, una
posible concentracion de cierto contaminante o si se pretende establecer una relacion
entre la incidencia de cancer pulmonar y el fumar, es muy probable que dicha
conclusion esté basada en la inferencia estadistica.

1.2 Clasificacion de la estadistica

Estadistica descriptiva

La estadistica descriptiva comprende un conjunto de métodos y técnicas de recoleccion,
organizacién, resumen y presentacion que permiten describir apropiadamente las
caracteristicas de un conjunto de datos obtenidos desde una muestra o desde una
poblacion. Comprende el uso de gréficos, tablas, diagramas y criterios para el analisis.

Estadistica inferencial

La estadistica inferencial comprende un conjunto de métodos y técnicas que hacen
posible estimar una 0 més caracteristicas de una poblacion basados en el resultado de
muestras. En un procedimiento de esta naturaleza siempre existe la posibilidad de error,
nunca podra tenerse el 100% de seguridad sobre una afirmacién que se base en la
inferencia estadistica. Sin embargo, lo que hace que la estadistica sea una ciencia,
separandola del arte de adivinar la fortuna, es que existe una medida de confiabilidad
medida en términos de probabilidad.
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1.3 Poblacion y muestra

Para comprender la naturaleza de la inferencia estadistica, es necesario entender las
nociones de poblacion y muestra. La poblacion es la coleccion de toda la informacion
posible que caracteriza a un fendmeno. Una poblacion es cualquier coleccién, ya sea de
un namero finito de mediciones o una coleccion grande de datos acerca de un fendmeno
de interés. Por otro lado, la muestra es un subconjunto representativo seleccionado de
una poblacién. Una muestra es representativa si refleja las caracteristicas importantes
de la poblacién de la cual se obtuvo.

Ejemplo

El gerente de un complejo de oficinas contrata una nueva empresa de limpieza y quiere
formarse una idea de cuan satisfactorio es el trabajo desarrollado por la mencionada
empresa de limpieza. Para tal fin selecciona al azar 30 oficinas registrando la siguiente
informacion:

I.  Tiempo requerido para limpiar completamente la oficina.

Il. Tamano de la oficina (pequefia, mediana y grande)

I1l. Numero de ventanas sucias por oficina.

IV. Si la oficina se encuentra alfombrada.

De acuerdo al enunciado anterior identifique la poblacion y la muestra.

Poblacion:

Muestra:

1.4 Parametro y estimador

El objetivo de las técnicas de muestreo es asegurar que cada observacion en la
poblacion tenga oportunidad de ser incluida en la muestra. Tales procesos de muestreo
conducen a una muestra aleatoria. Los datos de la muestra aleatoria se usan para
calcular ciertas caracteristicas de la muestra denominadas estadisticas. Las estadisticas
se usan como base para hacer inferencias acerca de alguna caracteristica de la
poblacion, que recibe el nombre de parametro.

Ejemplo.
e Segln los Censos Nacionales XI de Poblacion y VI de Vivienda 2007 ejecutados

por el INEI, el 50,30% de los peruanos son mujeres, ¢este dato es un parametro o
una estadistica?

e EI 5 de marzo del 2011 Datum Internacional publicé una encuesta sobre intencion
de voto presidencial, la cual registré un 29% para Alejandro Toledo, ¢este dato es
un parametro o una estadistica?
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1.5 Variables

En cualquier andlisis estadistico se manejan datos que provienen de la medicién de una
variable o variables seleccionadas en el estudio. Las variables son las caracteristicas que
interesan en los sujetos u objetos que se estudian, por ejemplo podria ser la edad de los
empleados de una empresa, el monto de las ventas de determinado articulo, la
ocupacion de los clientes de cierto negocio, etc. Para obtener los datos correspondientes
a las variables de interés, se requiere hacer una medicion, como podria ser preguntar las
edades de los empleados o la ocupacion de los clientes, sin embargo los datos obtenidos
serian de diferente tipo, pues para la primera variable serian nimeros y para la segunda
categorias. La medicion se lleva a cabo en el momento en que se asigna un nimero al
dato. Son ejemplos de variables:

1. El grado académico del jefe del hogar
2. El ndmero de hijos de una familia
3. Ingreso familiar

4. Numero de fallas de una computadora

5. Costos de un automovil

6. NUmero de empleados de una oficina

7. Nivel Socioeconémico

8. Duracion (min) de la conversacion de una llamada telefonica
9. Cantidad de cemento vertida en una bolsa

10. Nivel de satisfaccion de un nuevo producto de belleza

1.6 Tipos de variables

Las variables pueden clasificarse en:

a) Variables cuantitativas, son aquellas que consisten de nimeros que representan
conteos o mediciones. Las variables cuantitativas pueden ser:

Discreta, corresponde al conteo o numeracion de sucesos. Ejemplos: nimero de
computadores en un aula, namero de articulos defectuosos en un embarque,
namero de hijos por familia, etc.

Continua, corresponde a “mediciones” y por tanto sus valores estan
comprendidos en un intervalo ya que entre dos valores existen infinitos valores
intermedios. Ejemplos: contenido neto en gramos en una lata de café, didmetro
de un tornillo, ingreso familiar, etc.

b) Variables cualitativas se dividen en diferentes categorias que se distinguen por
alguna caracteristica no numerica. Ejemplos: genero, nivel socio econdémico, grado
de instruccién, etc.

Observacion: Los datos pueden estar “codificados” numéricamente, sin que ello
signifique que sea una variable cuantitativa.
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Ejemplo. Clasifica las siguientes variables:

Variable Tipo

Marca de detergente que una ama de casa usa.

El grado de instruccion.

Numero de articulos defectuosos producidos por
una méaquina en un periodo de dos horas.

La longitud de 1000 tornillos con arandela y
tuerca.

1.7 Escalas de medicidn

Otra forma comun de clasificar las variables es mediante el uso de cuatro niveles de
medicién; nominal, ordinal, de intervalo y de razén. Cuando la estadistica se aplica a
problemas reales el nivel de medicion de las variables es un factor importante para
determinar el procedimiento a usar.

Escala nominal

Los diferentes valores que toma una variable medida en escala nominal carecen de un
orden o de un significado numérico, no pueden utilizarse para realizar calculos. A
menudo se asignan numeros a las diferentes categorias pero no tienen significado
computacional y cualquier promedio que se calcule carece de sentido.

Ejemplos: genero (femenino, masculino), nacionalidad (peruano, colombiano, etc.),
marcas de gaseosa preferida (fanta, coca cola, pepsi etc).

Escala ordinal

La escala de medicion ordinal permite establecer un orden entre los diferentes
valores que toma la variable. En esta escala de medicion no es posible determinar las
diferencias entre los valores de la variable o tales diferencias carecen de sentido.

Ejemplos: grado de satisfaccion (alto, medio, bajo), estado de salud (bueno, regular,
malo), grado de instruccién (primaria, secundaria, superior).

Escala de intervalo

La escala de medicion de intervalo tiene las propiedades de la escala ordinal pero con la
caracteristica adicional que la diferencia entre dos valores cualesquiera de la variable
tiene un significado. Sin embargo, los valores en esta escala no tienen un punto de
partida natural o cero.

Ejemplos: Temperatura (se puede medir en grado Celsius 0 grado Fahrenheit), afio
calendario (el afio puede referirse al calendario gregoriano 6 calendario chino), en el
caso de la escala de intervalos podemos asignar el cero a cualquier valor posible (el cero
es arbitrario).
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Escala de razon

La escala de medicion de razon tiene las propiedades de la escala de intervalo con la
propiedad adicional de tener un punto de partida natural o cero, que indica que
ausencia de la variable (no existe nada para una variable). Para esta escala de medicion,
es posible establecer una relacién de proporcionalidad entre sus distintos valores, es
decir el cociente de los valores es significativo.

Ejemplos: peso de un recién nacido, estatura de una persona, costo de un automdvil,
namero de aprobados, nimero de articulos defectuosos.
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Tipo de variable y escala de medicion

TIPO DE VARIABLE:

TIPO DE VARIABLE:

CUALITATIVA CUANTITATIVA
NOMINAL ORDINAL INTERVALO RAZON
. ) . . Tres atributos:
Ningun atributo Un atributo: Dos atrlk?utos._ Orden, Distancia y
Orden Orden y Distancia .

Origen
Las categorias de la | Las categorias de la | Tiene intervalos iguales | Tiene intervalos
variable no tienen orden | variable tienen orden, |y que pueden ser | constantes entre un
implicito. pero, no permite | medidos, pero no tiene | valor y otro, posee un

cuantificar distancia entre

punto de partida. Puede

punto de partida (cero

unay otra categoria. asumir valores | natural) lo que indica
negativos. que el cero es
ausencia de la
variable.
I . Defectos
D'St”tp Género N'VEI d_e, _Grado (.j? Temperatura Afio Talla de un
donde vive satisfaccion | instruccion
producto
Surco Masculino | Muy Bueno | Inicial 15°C 500 AC | 1.56cm 0
Barranco Femenino | Bueno Primaria 10°C 100 AC | 1.58cm 1
Miraflores Regular Secundaria | 5 °C 200 DC 1.66 cm 2
Malo Superior 0 °C 1290 DC | 1.51cm 3
Muy Malo -5 °C 4
-10°C 5
-15°C

Variable cualitativa dicotémica: Tiene dos

categorias

Género: Masculino, Femenino

Variable cualitativa politomicas: Tiene mas dos

categorias

Nivel de satisfaccion de un producto:

Bueno, Regular, Malo

Variable cuantitativa continua: proviene de
medir. Entre dos valores siempre existe un

ndmero intermedio.

Talla, Peso, Duracién de un producto, etc.

Variable cuantitativa discreta: proviene contar.
Solo se representa con nimeros enteros.

Numero de hijos, Namero de profesores,
Cantidad de globulos rojos en una muestra, etc.

Fuente: www.bioestaditico.com
Elaboracioén: Profesores del curso

Ejemplos

Alpha Soft es una compaiiia que brinda servicios informaticos a empresas que deseen
tener una presencia firme en la red. Se dedica al tendido de redes LAN (Local area
network), instalacion de equipos, servidores, etc. Como parte de un estudio, se analiza
la informacion correspondiente a las siguientes variables:

I.  Tipos de lenguajes de programacién (Cobol, Java, Informixs-4gl, etc.)
Il. Cantidad de servidores por empresa.

M.
V.

Costo de las licencias de software (en dolares)
Version instalada de Office (Office XP, Office 2007, Office 2010)
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http://www.bioestaditico.com/

Para la lista anterior identifique el tipo de variable y la escala de medicién
correspondiente.

Variable Tipo Escala

Iv.

Marque con una X segun la escala de medicion de las siguientes variables:

Variable Nominal | Ordinal | Intervalo Razoén

Ano de nacimiento

Cadigo de un alumno(a) de la
UPC

Tiempo de vida de una persona

NuUmero de hermanos de una
persona
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1.8 Ejercicios

1. La empresa Beta Internet llevéd a cabo un estudio entre los usuarios de Internet en
Lima para poder analizar el mercado de posibles compradores a través de este
servicio. Como parte del estudio realizado se analizo la informacién correspondiente
a una muestra de 1500 usuarios con relacion a las siguientes variables:

I.  Edad del principal usuario.

Il.  Numero de computadoras en casa con servicio de Internet.

I1l. Calidad del servicio de Internet (bueno, regular, deficiente).

IV. Tiempo diario de uso del servicio de Internet (en horas).

V. Marca de la computadora con mayor uso del servicio de Internet.

De acuerdo al enunciado anterior identificar la poblacién, muestra, el tipo de
variable y la escala de medicion correspondiente.

2. Una entidad estatal realizd un estudio para determinar algunos indicadores
socioeconémicos de los inmigrantes peruanos en Estados Unidos. El estudio se llevo
a acabo aplicando encuestas a una muestra de 400 inmigrantes peruanos. Algunas de
las preguntas del cuestionario fueron las siguientes:

I.  Nivel educativo alcanzado en Perd.

Il.  Monto enviado (en dolares) el altimo mes a sus familiares en Perd.

I1l. ¢Presenta alguno de los siguientes problemas? (indocumentado, discriminado,
vivienda no adecuada, salud y otros).

IV. Numero de veces que ha visitado el Peru desde que viajo por primera vez a los
Estados Unidos.

De acuerdo al enunciado anterior identificar poblacién y muestra. Para las
respuestas generadas por cada una de las preguntas mostradas identificar el tipo de
variable y la escala de medicion correspondiente.

3. Prevenir la propagacion de las fisuras por desgaste en las estructuras aeronauticas es
un elemento importante de la seguridad en la aviacion. En un estudio de ingenieria
para investigar las fisuras por desgaste en aviones del aeropuerto de Frankfur, se
toma una muestra de 50 de aviones a los que se verifican sus alas, sometidas a
cargas por unidad de superficie ciclicas reporto los siguientes resultados:

I. El35% de los aviones se fisuraron en el aleron izquierdo

I1. El 74% present6 defectos leves facilmente rebatibles

1. ElI 40% tuvo problemas por falta de mantenimiento y el 30% por
sobrecarga

IV. El tiempo promedio de vuelo de estos aviones fue de 5.7 afios

V. Numero promedio de problemas por avion fueron 4

Para la lista anterior identifique, la poblacion, muestra, unidad elemental, el tipo de
variable y la escala de medicion correspondiente.
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Capitulo 2

Estadistica Descriptiva: Métodos graficos

2.1 Introduccién

Este capitulo presenta algunos procedimientos basicos para resumir un conjunto de
datos cualitativos y cuantitativos. Estos resumenes tabulares y graficos pueden verse en
informes anuales, articulos periodisticos y estudios de investigacion. De alguna manera
estamos familiarizados con este tipo de presentaciones por lo que es importante
comprender como se preparan y aprender a interpretarlos de forma correcta.

2.2 Resumen de datos cualitativos

Tablas de distribucion de frecuencias

Cuando se trabaja con grandes conjuntos de datos cualitativos es Util organizarlos y
resumirlos por medio de la construccion de una tabla que muestre las diferentes
categorias de la variable en estudio junto al nimero de veces que cada una de ellas se
repite.

Ejemplo 2.1: Los datos en la hoja Dominios tiene informacion para una muestra sobre
los dominios de segundo nivel registrados bajo la categoria .pe. Para construir la tabla
de distribucién de frecuencias es necesario contar el nimero de veces que aparece cada
dominio.

Dominio de Segundo Nivel

Dominio f h p
com.pe 285 0,570 57,0
org.pe 106 0,212 21,2
edu.pe 64 0,128 12,8
gob.pe 26 0,052 52
net.pe 3 0,006 0,6

tros 16 0,032 3,2
500
Fuente: Elaboracion propia
Donde:
f Frecuencia absoluta simple.
h Frecuencia relativa simple, h= f /n.
p Frecuencia porcentual simple, p=100xh.
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Diagrama de barras

Un diagrama de barras es una grafica para representar un conjunto de datos cualitativos
que se han resumido en una distribucion de frecuencias absolutas, relativas o
porcentuales. En uno de los ejes de la grafica, por lo general el eje horizontal, se
colocan las categorias de la variable y en el otro eje de la gréfica (por lo general el eje
vertical) se pueden usar las frecuencias absolutas, relativas o porcentuales. Luego, se
construye una barra de ancho fijo en cada categoria y cuya altura corresponda a la
frecuencia utilizada en el grafico. Las barras deben estar separadas para enfatizar el
hecho que las categorias no se superponen.

Ejemplo 2.2: El Distribucion del tipo de dominio
diagrama de barras para
los datos del Ejemplo 2.1 | ¢,  57.0%
se . muestra a | 5y
continuacion. 40% -
30% - 21.2%
20% - 12.8%
10% - I 52% oy 3.2%
0% = T T T - T T -_l

com.pe org.pe edu.pe gob.pe netpe Otros

Tipo de dominio

Fuente: Elaboracién propia

Diagrama circular

El diagrama circular, también llamado diagrama de pie, es otra forma de representar la
distribucion de frecuencias relativas o porcentuales. Para su construccion primero se
traza un circulo y luego se divide en sectores circulares de forma proporcional a la
frecuencia relativa de cada categoria. Puesto que todo el circulo representa un angulo de
360° en total cada sector es el porcentaje correspondiente de dicho total, es decir, el
angulo del sector que le corresponde a cada categoria se obtiene multiplicando 360° por
la respectiva frecuencia relativa.

Ejemplo 2.3: El diagrama Distribucién del tipo de dominio
circular para los datos del .
. o 3.2%
Ejemplo 2.1 se muestra a 5.99% 0.6% __
. ., St B com.pe
continuacion.
M org.pe
W edu.pe
M gob.pe
M net.pe
m Otros

Fuente: Elaboracién propia
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Diagrama de Pareto

El nombre de Pareto fue dado por Joseph Juran (filosofia de gestion de calidad del siglo
20) en honor del economista italiano VILFREDO PARETO (1848-1923) quien realizo
un estudio sobre la distribucion de la riqueza, en el cual descubrié que la minoria de la
poblacion poseia la mayor parte de la riqueza y la mayoria de la poblacion poseia la
menor parte de la riqueza.

El diagrama de Pareto es una representacion grafica que permite identificar y
seleccionar los aspectos prioritarios que hay que tratar en un determinado problema.
También se conoce como diagrama ABC o Ley de las prioridades 20-80, que dice: “el
80% de los problemas que ocurren en cualquier actividad son ocasionados por el 20%
de los elementos que intervienen en producirlos”. Segun este concepto se tiene un
problema con muchas causas, podemos decir que el 20% de las causas resuelven el 80
% del problema. Esto también se conoce como “los pocos vitales y muchos triviales”.

Se recomienda el uso de Pareto:

e Al buscar las causas principales de los problemas y establecer la prioridad de las
soluciones

Para identificar oportunidades para mejorar

Para identificar un producto o servicio para el analisis de mejora de la calidad.
Para analizar las diferentes agrupaciones de datos.

Para evaluar los resultados de los cambios efectuados a un proceso comparando
sucesivos diagramas obtenidos en momentos diferentes, (antes y después).

Este diagrama sirve para conseguir el mayor nivel de mejora con el menor esfuerzo
posible mediante una revision de la “minoria de caracteristicas vitales” para optimizar
todos los recursos disponibles. Con este analisis “descartamos a la mayoria de los
triviales (sin importancia)”

Ejemplo de “minoria de caracteristicas vitales”

La minoria de rechazos que representa la mayoria de quejas de los clientes.

La minoria de vendedores que esta vinculada a la mayoria de productos rechazados.
La minoria de problemas causantes del grueso del retraso de un proceso industrial.
La minoria de productos que representan la mayoria de las ganancias obtenidas.

La minoria de elementos que representan la mayor parte del costo de un inventario
La minoria de clientes que representen la mayoria de las ventas.

La minoria de procesos de la calidad causantes de la mayoria de pérdidas o0 mermas.
etc,etc

Fuente: http: //www.elprisma.com/apuntes/ingenieria_industrial/diagramadepareto/
Los pasos para la elaboracion del diagrama de Pareto son:

1. Construya una tabla de distribucién de frecuencias ordenando las categorias en
forma descendente respecto a la frecuencia.
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2. La categoria Otros debera ser colocada en la Gltima posicion, no importa cuan
grande sea, porque esta compuesta de un grupo de categorias cuyas frecuencias son
menores en relacion al valor de la variable con frecuencia més pequefia listado
individualmente.

3. Agregue a la tabla de distribucion de frecuencias una columna para las frecuencias
acumuladas absolutas F.

4. Elabore el diagrama de Barras y agregue la linea de frecuencias acumuladas

relativas H = F/n.

Ejemplo 2.4: Se tiene informacion sobre los problemas de soporte técnico encontrados
durante la instalacion y configuracion de Exchange 2000 Server y Exchange Server
2003. Construya un grafico apropiado para poder identificar los problemas principales.
Los datos se encuentran en la hoja Instalacion. La descripcion de los problemas
mencionados Yy la tabla de distribucidn de frecuencias se muestran a continuacion.

Problema Descripcion
A Error de actualizacion de Exchange Server 5.5
B Permisos insuficientes
C Problemas con el sistema de nombres de dominio (DNS)
D Forestprep o Domainprep no finalizaron correctamente
E Permisos de Active Directory insuficientes
F Falta el contenedor de conexiones de Active Directory

Otros Otros problemas

Distribucion de problemas de instalacion

Problema f h F H
A 200 0.357 200 0.357
B 150 0.268 350 0.625
C 100 0.179 450 0.804
D 50 0.089 500 0.893
E 30 0.054 530 0.946
F 20 0.036 550 0.982
Otros 10 0.018 560 1.000
560

Fuente: Elaboracion propia

Principales problemas de instalacion

100.0%
agpy 0% :

560 89.3% - 100%

480
- 80%
400 -

320 - 60%

240 - 40%

Cantidades

160
- 20%

80

B w2 2 o
- - e | gy

C D E

A B

0 -
F Otros

Fuente: Elaboracion propia Tipos de problemas
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2.3 Resumen de datos cuantitativos

Tablas de distribucion de frecuencias para datos
cuantitativos discretos

Si los datos son cuantitativos discretos y no existen muchos valores diferentes es posible
construir la tabla de distribucion de frecuencias haciendo una lista ordenada e individual
de los valores y sus respectivas frecuencias.

Ejemplo 2.5: Los datos en la hoja Interrupciones corresponden al numero de
interrupciones semanales en el sistema de red de una prestigiosa universidad registrado
el dltimo afio. La tabla de distribucion de frecuencias para estos datos se muestra
continuacion.

NuUmero de interrupciones semanales

Interrupciones f hi pi
0 20 0.384 38.5
1 15 0.288 28.8
2 8 0.153 15.4
3 6 0.115 11.5
4 2 0.038 3.8
5 1 0.019 1.9
Total 52 1 100

Fuente: Elaboracion propia

Diagrama de lineas

El diagrama de lineas, también llamado grafico de bastones o varas, es una
representacion grafica para un conjunto de datos cuantitativos discretos resumidos en
una distribucién de frecuencias. En el eje horizontal se colocan los diferentes valores
ordenados de la variable y en el eje vertical se pueden utilizar las frecuencias
absolutas, relativas o porcentuales. Este grafico se construye de manera similar al
diagrama de barras con la diferencia que en lugar de columnas se utilizan lineas.

Ejemplo 2.6: El diagrama de lineas para los datos del Ejemplo 2.5 se muestra a
continuacion.

Distribucion del nimero de interrupciones

30 20
15
20
8
6
2

, I [ 1 ¢ :
OI T T T |. T ._I

0 1 2 3 4 5

Numero de interrupciones

Fuente: Elaboracién propia
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Ejemplo 2.7: Para ocupar tres vacantes de digitadoras, se evaluaron a 30 candidatas
para ello se tomaron varias pruebas, el objetivo de una de ellas era evaluar el niUmero de
errores cometidos en la escritura de un texto, se ha registrado nimero de errores de las
participantes:

N AN
= W wo
WWN N
a9 b~ wks
W whsw
g wh
A DM owo
oo
PR oo
oOo~DMO

Construya una tabla de frecuencias y un diagrama con la informacion anterior e
interprete el resultado.

Tablas de distribucion de frecuencias para datos
cuantitativos continuos

Cuando se trabajan con datos cuantitativos continuos los valores no tienden a repetir
con mucha frecuencia. En este caso es preferible agrupar los datos usando intervalos de
clase y considerando la cantidad de datos que se encuentran dentro de ellos. Los pasos
necesarios para definir estos intervalos de clase son:

1. Calcular el rango (R) o amplitud como la diferencia entre el valor mas grande y el
mas pequefo en el conjunto de datos que se desea agrupar. R = X, — X -

Determinar el nimero de intervalos segun la regla de Sturges:
k =1+ 3.322 log,yn, donde n es el nimero de datos a agrupar. El valor obtenido
debe ser redondeado al entero mas cercano.

2. Determinar el ancho de los intervalos segin w=R/k. El valor obtenido debe
redondearse por exceso a la misma cantidad de decimales que tienen los datos.

3. Determinar los limites inferior (L1) y superior (LS) de los intervalos
LI1 = Xmin
LIj=Llig+w
LSi=Lljs1=LSji1+w

4. Para evitar que una observacion pueda ser considerada en mas de un intervalo, cada
uno de los intervalos se considera abierto a la izquierda y cerrado a la derecha.

5. Finalmente, dado que los datos originales se pierden, sera necesario calcular un
valor que sea representativo de todas las observaciones que pertenecen a un
intervalo. A este valor se le denomina marca de clase y su calculo es:

Xi= (L|i + LSi) /2

Ejemplo 2.8: Alpha Systems S.A. emprendi6 un estudio para determinar el
comportamiento de un sistema de grabacion de programas informaticos. Para que el
proceso funcione adecuadamente la sefial debe estar entre 9,2 y 10 voltios. Se instalaron
los sistemas de grabacion y se tomaron lecturas respectivas. Los datos registrados se
encuentran en la hoja Lecturas. L0S pasos a seguir son:
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« R=10,55-8,05=2,5
« k=1+43,322l0og,,70 =7.1294 = 7 intervalos de clase
« w=25/7=0,3571=0,36

Calculo de los limites

LI, =8,05 LS;=8,05+0,36 = 8,41
LI, =8,41 LS,=8,41+ 0,36 = 8,77
Ll;=8,77 LS;=8,77 + 0,36 = 9,13

LlI;=10,21 LS;=10,21 + 0,36 = 10,57

Calculo de las marcas de clase

X1 =(8,05+8,41)/2 = 823
X', =(8,41+8,77)/2 = 859
= 8,95

X'3=(8,77+9,13)/ 2

X’7=(10,21 +10,57) /2 = 10,39

Distribucion de las lecturas de la sefial de grabacion

i Lectura X f h F H
1 [8,05 8,41] 8,23 1 0,0143 1 0,0143
2 <841 8,77] 8,59 4 0,0571 5 0,0714
3 <877 9,13] 8,95 6 0,0857 11 0,1571
4 <913 9,49] 9,31 9 0,1286 20 0,2857
5 <9,49 9,85] 9,67 15 0,2143 35 0,5000
6 <9,85 10,21] 10,03 27 0,3857 62 0,8857
7 <10,21 10,57 ] 10,39 8 0,1143 70 1,0000
70
Fuente: Elaboracion propia
A partir de la tabla de frecuencias interpretar lo siguiente:
1. X'5,f3,F4, Hs—H3
X, : 8,59 es el valor representativo del segundo intervalo.
fs : 6 registros de un sistema de grabacion de programas informaticos tienen
mas 8,77 y alo méas 9,13 voltios.
Fa :20 registros de un sistema de grabacion de programas informaticos

tienen hasta 9,49 voltios.
Hs —H,: :0,5-0,071= 0,429 el 42,9% de registros de un sistema de grabacion de
programas informaticos tienen entre mas 8,77 y a lo mas 9,85 voltios.
2. ¢Cuantos registros de un sistema de grabacion de programas informaticos tienen
mas 9,49 y como maximo 10,21 voltios?
15 + 27 = 42 registros
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3. ¢Se desea estimar que porcentaje de registros de un sistema de grabacion de
programas informaticos que tienen mas 10,21 voltios?

1- He= 1- 0,8857 = 0,1143 => 11,43%

Ejemplo 2.9: Hoy en dia las empresas usan software de computadoras para proteger
mejor la informacion electronica critica a través de técnicas como la encriptacion,
autenticacion, herramientas de redaccion, proteccion antivirus, etc. Los siguientes datos
corresponden a los gastos mensuales (cientos de nuevos soles) en protecciéon de la
informacién para la empresa Atlas PC:

101,3 1054 1054 107,1 1076 108,6 1086 1105 1129 113,2 1870 1964
114,7 1150 1151 1159 1178 1178 1200 120,0 121,8 123,8 1879 1983
1238 1248 1275 128,2 1328 133,6 134,2 1353 136,3 136,6 188,0 1985
139,2 139,2 139,4 140,1 1416 1457 1459 1485 1495 1495 188,2
150,2 150,3 150,4 150,8 154,0 158,0 158,44 158,6 1591 163,7 189,6
164,1 165,3 166,3 168,7 168,8 1699 1708 1729 1745 178,0 190,0
179,7 179,8 1799 180,0 1815 183,0 1833 1849 186,6 186,7 1944

Obtenga la tabla completa de distribucion de frecuencias para los gastos mensuales en
proteccion de la informacidn en esta empresa. Use la regla de Sturges.

Histograma

El histograma es la representacion por medio de barras rectangulares cuya base de cada
barra proporcional a la amplitud de la clase, su centro es la marca de clase y la altura
la su frecuencia absoluta o relativa simple. En el eje horizontal se coloca la variable
de interés y en el vertical la frecuencia correspondiente.

Ejemplo 2.10: El histograma para los datos agrupados del Ejemplo 2.8 se
muestra a continuacion.

Distribucion de las lecturas (voltios)

il

(8]

[ =

()]

=

()

(]

b

8.05 | 8.41 | 8.77 | 9.13 | 9.49 | 9.85 | 10.21 |

Fuente: Alpha System Lecturas (voltios)
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Poligono de frecuencias

El poligono de frecuencias es una representacion grafica por medio de una figura
poligonal cerrada. Se obtiene uniendo con segmentos de recta el punto de interseccion
de cada marca de clase y su frecuencia relativa simple correspondiente.

El poligono de frecuencias para los datos agrupados del Ejemplo 2.8 se muestra a
continuacion.

Poligono de frecuencias de la distribucion porcentual de
las lecturas (voltios)

39%

Porcentaje
N w
o o
X R

N
b&
(=]

10% 6% 9% 11%

0% 1%
O% = T T T T T T T A)
7.87 823 859 895 0931 9.67 10.03 10.39 10.75

Lecturas (Voltios)

Fuente: Alpha System

Ojiva

La Ojiva es la representacion grafica para las frecuencias relativas acumuladas. Se
obtiene uniendo con segmentos de recta el punto de interseccion del limite superior
de cada intervalo y su frecuencia relativa acumulada respectiva. La Ojiva permite

obtener, de manera aproximada, la proporcion de los datos que pertenece a un intervalo
cualquiera.

Ejemplo 2.11:La Ojiva para los datos agrupados del Ejemplo 2.8 se muestra a
continuacion.

Distribucion porcentual acumuladas de las
lecturas (voltios)

100.0%
100%
88.69
80%
. 7
‘E 60% SG.G}
Q
g 40% 28.6%
S, 15.7%/
20% M
1) 1.4%
0% '_O‘%l T T T T T T 1
805 841 877 9.13 949 985 10.21 10.57
Fuente: Alpha System Lecturas (Voltios)
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2.4 Problemas

1. Los sistemas de computo colapsan por muchas razones, entre ellas las fallas de
hardware o software, errores del operador, sobrecargas del sistema mismo y a otras
causas. Los resultados obtenidos en un estudio acerca de las causas de colapso en
una muestra de 200 sistemas de computo se encuentran en la hoja Colapso. Suponga
que se debe priorizar entre las dos principales causas de colapso de los sistemas de
computo. Elaborar un grafico adecuado que permita establecer una estrategia
apropiada.

2. EIl tiempo de inactividad es la cantidad del tiempo en el que un sistema de
computadora no opera debido a una falla de hardware y software. Cuando el sistema
se encuentra inactivo durante mas de una hora todos los archivos de trabajo actuales
se pierden. Los datos agrupados en la hoja Inactividad corresponden a los tiempos
de inactividad (en minutos) registrados en una muestra de 30 y 28 sistemas de
computadoras del turno mafiana y tarde respectivamente.

i Tiempo de | Marca de Turno mainana Turno tarde
inactividad clase f h f h
1 1205 | 255 23 1 1
2 | 255 ] 305 28 3 6
3 1305 | 355 33 0 3
4 | 355 | 405 38 2 12
5 | 405 | 455 43 20 6
6 | 455 | 505 48 4 0
30 28

a. Construir el poligono de frecuencias para los datos agrupados del turno mafana
y tarde en un solo gréfico.
b. Elaborar un informe sustentado en el grafico obtenido en el punto anterior.

3. Una distribuidora de circuitos integrados para computadoras vende su producto en
lotes de 100 circuitos. Para la inspeccion de calidad se examinan 20 circuitos
elegidos al azar de cada lote y se rechaza en caso de encontrar mas de 4 circuitos
defectuosos. Los datos en la hoja Circuitos muestra el nimero de circuitos
defectuosos luego de inspeccionar 52 lotes. Construir una tabla de distribucion
frecuencias para la variable en estudio.

4. Se quiere comparar los resultados obtenidos por tres operadores, en cuanto a los
tiempos (en minutos) utilizados en el restablecimiento de servicio de redes en el
sistema de una importante entidad bancaria. Los resultados obtenidos se encuentran
en la hoja Operadot.

a. Construir las tablas de distribucion de frecuencias para los tres operadores por
separado. Use la regla de Sturges.

b. Construir los histogramas respectivos. Use la frecuencia relativa simple para
cada grafico.

c. Elaborar un informe sustentado en los gréaficos obtenidos en el punto anterior.
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5. EIl jefe del area de sistemas de una empresa realizd un estudio para analizar el
tiempo que demoran los empleados en detectar y resolver un problema informatico
de software o hardware. El estudio trata de estudiar las diferencias de tiempos en los
turnos de trabajo A y B de una empresa. La hoja Tiempo muestra los datos
obtenidos para una muestra de 40 problemas informaticos presentados en el turno A
y 100 problemas informéticos presentados en el turno B.

a. Construir la tabla de distribucion de frecuencias para el turno A. Use la regla de
Sturges.

b. Construir los histogramas respectivos. Use la frecuencia relativa simple para
cada grafico.

c. Elaborar un informe sustentado en los gréaficos obtenidos en el punto anterior.
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Capitulo 3

Estadistica Descriptiva: Métodos
NUMEricos

3.1 Introduccion

En este capitulo se presentan algunos métodos numeéricos de la estadistica descriptiva
que proporcionan algunas alternativas para resumir datos. Las medidas numéricas de
tendencia central y dispersion se calculan a partir de los valores de los datos. Si estos
datos pertenecen a una muestra se denominan estadisticos mientras que si se
calculan a partir de los datos de una poblacion se denominan parametros.

3.2 Medidas de posicion o localizacion

Media

Es quizds la medida numérica mas importante de localizacién. La media, media
aritmética o promedio de un conjunto de datos es la suma de dichos valores dividida
entre el nUmero total de datos.

Datos no agrupados

(BN
=2
S|
>

Media poblacional: x4 = NZ X; Media muestral: X

Il
UN

Datos agrupados

S|k

. M ~
<
_—h

Il
UN

k
Media poblacional: = ;IZX/ f Media muestral: X

Donde k es el nimero de intervalos, x, es el valor del dato individual., x| la marca de
clase, n es el tamafio de la muestray N es el tamafio de la poblacion.

Propiedades de la media

1. La media aritmética se ve afectada por valores extremos.
2. Lamedia aritmética de una cantidad constante es la misma constante:

Media(k) = k

3. La media de una variable a la que se le suma o resta una constante equivale a la
media de la variable mas o menos dicha constante:

Media(X + k) = Media(X) + k
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4. La media de una variable multiplicada por una constante equivale a la media de la
variable multiplicada por dicha constante:

Media(kX) = kMedia(X)
5. En general, para dos constantes a y b tenemos:

Media(aX + b) = aMedia(X) = b

Ejemplo 3.1: Se sabe que los ingresos mensuales que perciben los trabajadores de una
empresa tienen un promedio de 2800 nuevos soles, determine el nuevo ingreso
promedio que se obtendria luego de realizar los siguientes aumentos:
a. Los ingresos de los trabajadores se incrementan en 250 nuevos soles.
b. Los ingresos se incrementan en un 7,5%
c. Los ingresos se incrementan en un 12,5% mas una bonificacién de 125
nuevos soles.

Solucion

En cada caso el ingreso se denotara por X y el nuevo ingreso sera representado por
Y.

a) Y=X+250
Media (Y) = Media(X) + 250
Media (Y) = 2800 + 250 = 3050 nuevos soles.

b) Y=X+0,075X = 1,075X
Media (Y) = Media (1,075X)
Media (Y) = (1,075)(2800) = 3010 nuevos soles.

c) Y =1,125X + 125,

Media (Y) = Media (1,125X +125)
Media (Y) = (1,125)(2800)+ 125 = 3275 nuevos soles.

Media ponderada

Se utiliza cuando los datos a promediar no tienen la misma importancia relativa dentro
del conjunto total, es decir, algunos datos tiene mayor importancia, peso 6 ponderacion
dentro del conjunto de observaciones. Se usara la siguiente expresion para su calculo:

n
inwi
XWX W, X W,

w

W, +W, +...+W s
1 2 n Zwi
=1

donde:
X Dato individual.

w.:  Peso asignado a cada dato
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Ejemplo 3.2: Una compafiia vende cuatro tipos de vallas a los propietarios locales. El
costo de instalacion por tipo de valla se presenta en el siguiente cuadro.

Tipo de valla Costo de instalacion
Tipo A S/. 20
Tipo B S/.12
Tipo C S/. 8
Tipo D S/. 6,5

La compafiia instald, 100 metros del tipo A, 150 metros de B, 75 metros de C y 200 de
D. ¢Cual es el costo medio del metro de valla instalado por la compafiia?
Solucion

20(100) +12(150) + 8(75) + 6,5(200)
100+150+ 75+ 200

X, = ~10,85

El costo medio por concepto de instalacion fue S/. 10.85

Ejemplo 3.3: Una empresa tiene tres turnos de trabajo en sus dos locales: Alpha y
Beta. Los trabajadores en cada uno de estos turnos participan de acuerdo a la siguiente
tabla:

Turno Salario por Numero de horas trabajadas
hora (n.s.) Local Alpha Local Beta
Mafana 12 50 40
Tarde 15 20 35
Noche 18 10 25

El salario promedio por hora en cada local es:

— 12(50)+15(20)+18(10)
Local Alpha: xw = =13,50 nuevos soles
50+20+10
12(40)+15(35)+18(25)

Local Beta: Xw = =14,55 nuevos soles

40+35+25

Ejemplo 3.4: Los datos siguientes corresponden al numero de interrupciones
semanales en el sistema de red de una prestigiosa universidad registrado el Gltimo afio.
La tabla de distribucion de frecuencias para estos datos se muestra continuacion.
Calcule e interprete la media del nimero de interrupciones semanales.
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Numero de interrupciones semanales

Interrupciones f

0 20
1 15
2
3 6
4 2
5 1

Total 52

Fuente: Elaboracion propia
Solucion

% - 0(20) +1(15) + 2(8) + 3(6) + 4(2) +5(2)

W 21,19
20+15+8+6+2+1

El nimero medio de interrupciones semanales es de 1,19

Ejemplo 3.5: Los terminales de computadora tienen una pila que mantiene su
configuracién. Esta pila debe reponerse de vez en cuando. Se ha medido la vida Gtil en
afios de 164 estas pilas y se obtenido los siguientes resultados:

Duracion (afos) X f
1,2 1,8 12
1,8 2,4 18
2,4 3,0 36
3,0 3,6 42
3,6 4,2 31
4,2 4.8 17
4.8 5,4 8

Solucion

Primero de calcula la marca de clase, el cual es el valor representativo de cada intervalo

Duracion (afios) X f
1,2 1,8 15 12
1,8 2,4 2,1 18
2,4 3,0 2,7 36
3,0 3,6 3,3 42
3,6 4,2 3,9 31
4,2 4,8 45 17
4,8 54 51 8

1,5(12) +2,1(18) + 2, 7(36) + 3,3(42) +3,9(31) + 4,5(17) + 5,1(8)

=372
12+18+36+42+31+17+8

YW:

El duracion promedio de la vida til de las pilas es de 3,2 afios.
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Mediana

La mediana es el valor del dato que ocupa la posicion central una vez que todo el
conjunto de valores se encuentra ordenado de forma ascendente. Con un nimero impar
de datos siempre es posible encontrar un valor que ocupa la posicion central. Cuando el
namero de datos es par existen dos valores ocupando las posiciones centrales.

Datos no agrupados

Como primer paso, los datos deben ser ordenados en orden creciente 6 decreciente,
luego se bebe determinar el valor que se ubica en la posicion central. En caso de no
coincidir el valor central con un dato, se tomara el promedio de los datos centrales. Si
denotamos las observaciones ordenadas por Xpij, X2}, X3, --- » X[n], €ntonces:

« Para un nimero impar de datos, la mediana es el valor que ocupa la posicion
central.

me = x[m} Si n es impar, la mediana es el dato que ocupa la posicién
2

[(n+1)/2]

« Para un nimero par de datos, la mediana es el promedio de los dos valores que
ocupan las posiciones centrales.

2

me = ;[xm + x{n ﬂ Si n es par, la mediana es el promedio de los datos que se
2

encuentran en las posiciones [n/2] y [(n/2)+1]

Propiedades de la mediana

1. Divide a un conjunto de observaciones de dos partes iguales. ElI 50% con valores
mayores a la mediana y el otro 50% con valores menores a la mediana.
2. Lamediana no se ve afectada por valores extremos.

Ejemplo 3.6: Un centro meteorolégico tiene registrado los porcentajes de humedad de
una zona industrial observados en 12 dias. Calcule la mediana de humedad de dicha
zona basado en la informacion dada

92 88 9 76 8 82 8 92 93 95 83 82
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Solucion
Primero ordenar los datos
76 80 82 82 83 38 89 92 92 93 95 95

El total de observaciones es 12 (nimero par)

1 1 1 _
me = ZLX[H} - x[12 ﬂ = E(x[e] +Xg)= E(88 +89)=88,5

El 50% de los porcentajes de humedad de una zona industrial es mayor a 88,5 y el otro
50% es menor 88,5.
Ejemplo 3.7: Si la muestra del ejemplo 3.7 hubiese sido la siguiente:
92 88 95 76 82 89 93 95 83

¢Cual seria la mediana?
Solucion
Primero se ordena los datos

76 82 83 88 89 92 93 95 95
El total de observaciones es 9 (nimero impar)

me = X[E} = X5 =89
2

El 50% de los porcentajes de humedad de una zona industrial es mayor a 89 y el otro
50% es menor 89.

Moda

Una tercera medida de tendencia central es la moda y se define como el valor del dato
que se repite 0 presenta con mayor frecuencia.

Propiedades de la moda

La moda puede no existir o puede existir mas de una moda

No se ve afectada por valores extremos.

Se aplica tanto a informacién de variable cuantitativa como a cualitativa.
Es una medida inestable puesto que cambia de valor de una muestra a otra.

oo
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Ejemplo 3.8: Considerar el problema 5 del Capitulo 2. El jefe del &rea de sistemas de
una empresa realizé un estudio para analizar el tiempo que demoran los empleados en
detectar y resolver un problema informético de software o hardware. El estudio trata de
estudiar las diferencias de tiempos en los turnos de trabajo A y B de una empresa. La
hoja Tiempo muestra los datos obtenidos para una muestra de 40 problemas
informaticos presentados en el turno A 'y 100 problemas informéticos presentados en el

turno B.

El conjunto de valores para el turno A y B corresponde a un conjunto de datos no
agrupado, en este caso la media mediana y moda se pueden obtener con Excel.
Utilizando la opcién de Analisis de datos del menu Datos seleccionamos Estadistica

descriptiva.

Anilisis de datos - TS| 1
Eum:_:.o.ne: para.anélis;s — :
Andlisis de varianza de dos factores con una sola muestra por grupo -~
Egs:g:nnf: de correlacidn Cancelar
5uavizad6nle—;;n|i|5nlial = l&]
Prueba F para varianzas de dos muestras ||
Ar\élisis de Fourier
Nedama
Generacidn de numeros aleatorios i
e B o |
Entrada
Rango de entrada: SAS1:SAS41 EJ
Agrupado por: @ Columnas “C.an—celarJ
_) Eilas Ayuda
Rotulos en |a primera fila
Opciones de salida .
@ Rango de galida: gES2 e
") En una hoja nueva:
| ) Enun libro nuevo
Resumen de estadisticas
[ Nivel de confianza para la media: |95 e
[ K-gsimo mayor: 1
[ K-ésimo menor: ik
Tiempo Turno A Tiempo Turno B
Media 14.957 Media 14.69804
E”‘zjr_ tipico 0-058195(2’6 Error tipico 0.0065148
Mediana 15.0025 Mediana 14.695
Moda 14.872 'E\)/'Od"." o esténd . 0651144333
Desviacion estandar 0.3680579 es_wamon estandar '
Varianza de la muestra 0.13546662 Varianza de lamuestra  0.00424426
Curtosis 35.5173975 Curtosis o 04vaeo7
Coeficiente de asimetria  -5.74874508 Coeficiente de asimetria  0.0909497
Rango 2.695 Rango 0.297
Minimo 12.75 Minimo 14.546
Méaximo 15.445 Maximo 14.843
Suma 598.28 Suma 1469.804
Cuenta 40 Cuenta 100
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La media del tiempo de los empleados en detectar problemas informaticos de software 6
hardware en el turno A es mayor que en el turno B

Ejemplo 3.9: Considerar el problema 2 del Capitulo 2. El tiempo de inactividad es la
cantidad del tiempo en el que un sistema de computadora no opera debido a una falla de
hardware y software. Cuando el sistema se encuentra inactivo durante méas de una hora
todos los archivos de trabajo actuales se pierden. Los datos agrupados en la hoja
Inactividad corresponden a los tiempos de inactividad (en minutos) registrados en una
muestra de 30 turno mafiana.

i Tiempo de Marca de Turno mafiana
inactividad clase f h F H
1 20,5 25,5 23 1 0,0333 1 0,0333
2 25,5 30,5 28 3 0,1000 4 0,1333
3 30,5 355 33 0 0,0000 4 0,1333
4 355 40,5 38 2 0,0667 6 0,2000
5 40,5 455 43 20 0,6667 26 0,8667
6 455 50,5 48 4 0,1333 30 1,0000
30
. ) - 1& 1 .
Media muestral: x=—>x f, =—(1235)=41,17 minutos
304 30
Cuantiles

Constituyen una generalizacion del concepto de mediana. Asi como la mediana divide a
la serie de datos en dos partes con el mismo numero de elementos cada una, si la
division se hace en cuatro partes, o en diez partes, o en cien partes, llegamos al concepto
de cuantil.

Cuartiles

Los cuartiles son los tres valores de la variable que dividen a un conjunto de datos
ordenados en cuatro partes iguales.

Qi1: Primer cuartil, valor de la variable por debajo del cual queda 25% de los
elementos de la serie de datos.

Q2: Segundo cuartil (Mediana), valor de la variable por debajo del cual queda 50%
Qgs: Tercer cuartil, valor de la variable por debajo del cual quedan los 75% de los
elementos que constituyen la serie de datos.

Deciles

Los deciles son los nueve valores que dividen la serie de datos en diez partes iguales.
Los deciles dan los valores correspondientes al 10%, al 20%... y al 90% de los datos. Ds
coincide con la mediana
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Percentiles

Los percentiles representan los valores de la variable que estan por debajo de un
porcentaje, el cual puede ser un valor de 1% a 100% (en otras palabras, el total de los
datos es divido en 100 partes iguales).

La notacion empleada sera: Py
Donde k es equivalente al porcentaje de datos acumulados y Py es el valor de la variable

que representa dicho porcentaje. Por ejemplo, Pg es el valor de la variable que deja por
debajo el 8% de los datos. Pss sera entonces el valor que agrupa el 55% de los datos.

Ejemplo 3.10: Calcular el percentil 20 en el conjunto de datos no agrupados del
Ejemplo 3.7. Un centro meteorolégico tiene registrado los porcentajes de humedad de
una zona industrial observados en 12 dias.

92 88 95 76 80 82 89 92 93 95 83 82

P20 =81.2 haciendo uso del EXCEL 2010 = PERCENTIL.EXC(rango,0.2)

Aproximadamente el 20% de los porcentajes de humedad en la zona industrial fueron
menores a 82 y el 80% fueron mayores a 81.2.

¢Cual es el valor minimo para estar considerado dentro del 30% superior de porcentajes
de humedad de una zona industrial?

P70 =92.1 haciendo uso del EXCEL 2010 = PERCENTIL.EXC (rango,0.7)

El valor minimo para estar considerado dentro el 30% superior de porcentajes de
humedad en la zona industrial es 92.1.

3.3 Medidas de dispersion

Rango

El rango o amplitud es la medida de dispersion mas elemental. Se define como la
diferencia entre el dato mas grande y el mas pequefio.

Rango poblacional: R = dato maximo — dato minimo
Rango muestral: r = dato méximo — dato minimo

Rango Intercuartilico (RIC)

Con frecuencia se dividen los datos en cuatro partes, cada una con aproximadamente el
25% de las observaciones. A los puntos de division se les denomina cuartiles y se
definen como:
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Primer cuartil Q1 =Py
Segundo cuartil Q2 = Pso
Tercer cuartil Q3 =Prs

Una medida de dispersion gue elimina la influencia de los valores extremos o atipicos
de los datos es el rango intercuartil (RIC). Esta medida se define como la diferencia
entre el tercer y primer cuartil. En otras palabras, el rango intercuartil mide la amplitud
en el 50% central de los datos

RIC =Q;-Q

Ejemplo 3.11:Calcule el RIC en el conjunto de datos agrupados del Ejemplo 3.7.

P,5=82.0  haciendo uso del EXCEL 2010 =PERCENTIL.EXC(rango,0.25)

P;5=92.8  haciendo usodel EXCEL 2010 =PERCENTIL.EXC(rango,0.75)

RIC=Q3-Q1=P5-P»5=92,8-82,0=10,8

RIC =10,8

Varianza

La varianza es una medida de dispersion que emplea todos los datos. Se basa en la
diferencia entre cada dato y la media de los mismos, lo que se conoce como desviacion
respecto a la media. Para calcular la varianza las desviaciones respecto a la media se
elevan al cuadrado.

Datos no agrupados

N
Varianza poblacional: o’ = %Z(Xi —u)

A —\2
Varianza muestral: s° = (xi —x)

Ejemplo 3.12:Calcule la varianza de los datos del ejemplo 3.7. Un centro
meteoroldgico tiene registrado los porcentajes de humedad de una zona industrial
observados en 12 dias.

92 88 95 76 80 82 89 92 93 95 83 82

Haciendo uso del EXCEL 2010 =VAR.S(rango)

41,2954  No tiene interpretacién
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Desviacion estandar

Las unidades al cuadrado asociadas con la varianza hacen dificil una interpretacion de
su valor numérico. La desviacion estandar se define como la raiz cuadrada positiva de
la varianza y, por consiguiente, tiene las unidades originales de los datos.

Desviacion estandar poblacional: o=+\o’
Desviacion estdndar muestral: s =+/s?

Coeficiente de variacion

El coeficiente de variacion es una medida relativa de variabilidad por que evalua la
desviacion estandar en relacion con la media. Esta medida sirve para comparar
dispersion en conjuntos de datos aun cuando las unidades fuesen diferentes.

Coeficiente de variacion poblacional: cV =2 x100%
M
Coeficiente de variacion muestral: CV= 3 x100%
X
Coeficiente de variacion Grado de variabilidad
0% <CV<5% Datos muy homogéneos
5% < CV <10% Datos homogéneos
10% < CV < 15% Datos regularmente homogéneos
15% < CV <20% Datos regularmente heterogéneos
20% < CV < 25% Datos heterogéneos
CV = 25% Datos muy heterogéneos
Ejemplo 3.13: Considerar el problema 5 del Capitulo 2. El jefe del area de

sistemas de una empresa realiz6 un estudio para analizar el tiempo que demoran los
empleados en detectar y resolver un problema informatico de software o hardware. El
estudio trata de estudiar las diferencias de tiempos en los turnos de trabajo A y B de una
empresa. La hoja Tiempo muestra los datos obtenidos para una muestra de 40
problemas informaticos presentados en el turno A y 100 problemas informaticos
presentados en el turno B.

Las medidas de dispersion para el conjunto de datos no agrupados también pueden
obtenerse con Excel, a excepcion del coeficiente de variacion que se obtiene a partir
de los resultados previos
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Tiempo Turno A

Tiempo Turno B

Media 14.957 Media 14.69804
Error tipico 0.05819506 Error tipico 0.0065148
Mediana 15.0025 Mediana 14.695
Moda 14.872 Moda 14.682
Desviacion estandar 0.3680579 Desviacion estandar 0.06514799
Varianza de la muestra 0.13546662 Varianza de la muestra  0.00424426
Curtosis 35.5173975 Curtosis -0.4749107
Coeficiente de asimetria  -5.74874508 Coeficiente de asimetria  0.0909497
Rango 2.695 Rango 0.297
Minimo 12.75 Minimo 14.546
Méaximo 15.445 Méaximo 14.843
Suma 598.28 Suma 1469.804
Cuenta 40 Cuenta 100
Turno A

Rango muestral: r =15,445 - 12,75 = 2,695 minutos
Varianza muestral: s> = 0,135466 minutos?
Desviacioén estandar: s = 0,36805 minutos

El coeficiente de variacién es CV = > = 0,36805

x 14,957

X100 = 2,460 |

Turno B

Rango muestral: r = 14,843— 14,546= 0,297 minutos
Varianza muestral: s = 0,004244 minutos?
Desviacién estandar: s = 0,06514 minutos

= 0,06514 x100 =0,4431

El coeficiente de variacién es CV = i
x 14,698

El tiempo del turno B es mas homogéneo que el tiempo del turno A

3.4 Diagrama de Cajas

Un diagrama de cajas es un resumen grafico de los datos con base en el resumen de
cinco nameros: el valor minimo, el primer cuartil, la mediana, el tercer cuartil y el
valor maximo. Los pasos para elaborar un diagrama de cajas son los siguientes:

1. Se dibuja una caja 6 rectangulo cuyos extremos se localicen en el primer y tercer
cuartil. Esta caja contiene el 50% central de los datos.

2. En el punto donde se localiza la mediana se traza una linea.
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3. Usando el rango intercuartil se localizan los limites. En un diagrama de cajas éstos
se encuentran 1,5*RIC abajo del primer cuartil y 1,5*RIC arriba del tercer cuartil.

Limite inferior: Q; — 1,5 RIC
Limite superior: Q3 + 1,5 RIC
4. Un dato se considera atipico si es mayor que el limite superior o si es menor al
limite inferior.

Se marcan con asterisco (*) las localizaciones de los datos atipicos.

5. Si no existen valores atipicos, los bigotes van desde los extremos de la caja hasta los
valores menor y mayor dentro de los limites calculados en el paso anterior.

Si existen valores atipicos, estos se ubican primero y luego los bigotes van desde los
extremos de la caja hasta los valores menor y mayor (excluyendo los valores
atipicos).

Valor atipico I RIC |
|
>3 i
Limite inferior Limite superior
@ Mediana 3
BIGOTES
0 1 2 3 4 5 & 7 8 3

El diagrama de cajas permite determinar, en forma gréfica lo siguiente:

e Comparar las medianas de dos conjuntos de datos.

e Observar el tipo de distribucion de los datos (simetria o asimetria).

e Determinar la dispersion del 50% central de los datos (tendencia central).
¢ Identificar la presencia de valores extremos (datos atipicos).

Ejemplo 3.14:El gréfico de cajas para conjunto de datos del problema 4 del capitulo 2
se muestra a continuacion.

Los valores calculados para el grafico fueron:
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Operador 1 | Operador 2 | Operador 3

Valor Minimo 5,60 0,10 6,16
Percentil 25 7,34 1,81 7,16
Percentil 50 7,81 4,71 8,09
Percentil 75 8,55 8,65 9,02

Valor Maximo 10,05 31,91 9,91

Operador 1 | Operador 2 | Operador 3

RIC 1,22 6,84 1,86
LI 5,515 -8,456 4,37
LS 10,375 18,913 11,81

Para el caso del operador 2, el bigote inferior se extiende hasta el valor minimo mayor o
igual al LI = -8,456 (para este caso el tiempo no puede ser negativo por lo que se puede
considerar como LI= 0 minutos). El bigote superior se extiende hasta 18.73 (ordenar de
mayor a menor la base de datos y observar este registro) que es el dato maximo menor o
igual al LS = 18,913. Existe tres valores mayores a 18,913 estos son: 19,5 ; 24,7 ; 31,91.
Estos tres datos con marcados como valores extremos con los asteriscos. Para los
operadores 1 y 3 los datos se encuentran dentro del LIy LS.

Grafica de caja de Tiempo

354
304
25 *

20 x

Tiempo

154

104 $ E

Operador

Fuente: Elaboracion propia

Interpretacion

La caja correspondiente al operador 2, muestra tres valores extremos, correspondientes
a tres registros del tiempo (minutos) utilizados en el restablecimiento de servicios de
redes en el sistema de una importante agencia bancaria. Analizando los graficos queda
claro que el tiempo mediano del operador 2 es menor que los demas. También podemos
observar claramente que el tiempo empleado por los operadores 1 y 3 son menos
variables que el operador 2. Respecto a la asimetria en el operador 2 tiene ligera
asimetria positiva (hacia la derecha si los graficos fuesen presentados de manera
horizontal).
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Ejemplo 3.15: Una empresa que usa software de computadoras para proteger mejor la
informacidn electronica. Los siguientes datos corresponden a los gastos mensuales
(cientos de nuevos soles) en proteccion de la informacién. Realice un diagrama de cajas
con esta informacion

187,9 108,6 133,6 141,6 150,8 166,3 179,8
196,4 110,5 134,2 145,7 154,0 168,7 179,9
270,8 112,9 135,3 145,9 158,0 168,8 180,0
198,5 113,2 136,3 148,5 158,4 169,9 181,5
38,4 187,0 136,6 149,5 158,6 170,8 183,0
105,4 123,8 188,0 149,5 159,1 172,9 183,3
105,4 124,8 139,2 188,2 163,7 174,5 184,9
107,1 127,5 139,2 150,2 189,6 178,0 186,6
36,8 128,2 139,4 150,3 164,1 190,0 186,7
108,6 132,8 140,1 150,4 165,3 179,7 194,4

Q1
Q2
Q3
RIC
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3.5 Problemas

1. Los directivos de una empresa solicitaron a los gerentes de cada una de sus dos
plantas, A y B, que informen sobre los sueldos de todos sus trabajadores
correspondientes al mes de enero del afio en curso. La informacion proporcionada
(en nuevos soles) por cada una de las plantas se muestra a continuacion.

Planta A Planta B
Medida Valor Medida Valor
estadistica estadistica
Media 402.50 Media 340.60
Mediana 406.67 Mediana 330.60
Moda 450.00 Moda 290.10
Varianza 10993.75 Varianza 14700.84

a. ¢Se puede afirmar que el sueldo es mas homogéneo en los trabajadores de la planta B?
Rpta. EL sueldo es mas homogéneo en la planta A. CVa =26,0% y CVp = 35,6%

b. ¢Los resultados anteriores son poblacionales o muéstrales?
Rpta. Los resultados anteriores son poblacionales.

2. Lacentral telefonica de una empresa desea conocer el gasto mensual en que incurre debido a las

Ilamadas que efectlan sus empleados luego de las 6 p.m., hora en que finalizan las labores. Para
esto registra al azar y durante el mes de enero el tiempo de duracién (en minutos) de las
Ilamadas efectuadas entre las 6 p.m. y las 7 p.m. Los datos obtenidos, segun el tipo de teléfono
al que se llama, se encuentran en la hoja Llamadas.

a. ¢Cudl es la duracién minima de una llamada hacia un teléfono celular para considerarla
dentro del grupo del 15% de las llamadas que le ocasionan mayor gasto a la empresa?
Rpta. 10 minutos

b. ¢Se puede afirmar que existe mayor homogeneidad en la duracion de las llamadas realizadas
hacia un teléfono celular en comparacion a las realizadas hacia un teléfono fijo?
Rpta. No se puede afirmar que exista mayor homogeneidad en la duracién de llamadas
a teléfono celular.
CVfijo =225% Yy CVceIuIar = 28,6%

c. Use el diagrama de cajas para detectar la presencia de valores atipicos en la duracién de las
Ilamadas realizadas hacia un teléfono celular.
Rpta. Existen 4 valores atipicos 1, 2, 12y 12.

Un articulo es producido en tres etapas, cortado, armado y acabado. Para la etapa de cortado se
requiere dos horas, cuatro para el armado y tres para el acabado; los costos por hora en cada
etapa son de 2 , 4.5y 6.5 dolares. ;Cudl es el costo medio de produccién por hora de dicho
articulo?

Rpta. 4.6 ddlares la hora.

Los datos en la hoja Supermercados corresponden a los montos y el tipo de pago (cheque,
efectivo y tarjeta) realizados por una muestra de clientes de una cadena de supermercados. Los
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directivos de esta empresa pidieron tomar la muestra para conocer el comportamiento de los

pagos de sus clientes.

a. Construya en un mismo grafico los diagramas de cajas para los montos segun el tipo de
pago indicando la presencia de datos atipicos en la muestra.
Rpta. Cheque: Dos valores atipicos 5 y 95; Efectivo: No hay valores atipicos; Tarjeta:
Un valor atipico 94,36

b. Segun el gréafico elaborado mencione el tipo de simetria que presentan los montos segun el
tipo de pago.
Rpta. Cheque: Asimétrica positiva; Efectivo: Asimétrica positiva; Tarjeta: Asimétrica
Negativa

c. Obtenga las medidas de tendencia central y de dispersion para los montos pagados en
cheque, efectivo y tarjeta e intérprete.

Cheque Efectivo Tarjeta

Media 43.38 Media 8.84 Media 43.18
Error tipico 2.63 Error tipico 0.86 Error tipico 4.00
Mediana 41.34 Mediana 7.41 Mediana 46.19
Moda No existe Moda No existe Moda No existe
Desv.est. 16.62 Desv.est. 5.28 Desv.est. 18.75
Varianza 276.06 Varianza 27.88 Varianza 351.50
Cv= 38.3% 59.7% 43.4%
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Capitulo 4
Probabilidades

4.1 Introduccion

A menudo las decisiones de negocios se basan en algun analisis del siguiente tipo:

« ¢Cuél es la probabilidad que las ventas disminuyan si se aumentan los precios?

. ¢Que tan factible es que un nuevo método de ensamblado aumente la
productividad?

« ¢Que tan probable es que el proyecto se complete a tiempo?

« ¢Cuéles son las posibilidades a favor que una nueva inversion sea rentable?

La probabilidad es una medida de la posibilidad que tiene un evento de ocurrir. Los
valores de probabilidad siempre se asignan en una escala de cero a uno. Una
probabilidad cercana a cero indica que el evento tiene muy pocas posibilidades de
ocurrir, mientras que una probabilidad cercana a uno indica que es casi seguro que
ocurra dicho evento. La probabilidad proporciona la posibilidad de medir, expresar y
analizar la incertidumbre asociada a eventos futuros.

4.2 Experimentos y espacio muestral

Dentro del punto de vista de la probabilidad se define un experimento como cualquier
proceso que genera un conjunto de resultados bien definidos. En cualquier ejecucion del
experimento ocurrira solamente uno de los posibles resultados experimentales.

4.3 Algunas definiciones importantes:

Experimento Aleatorio (g)

Es una operacién o acto cuyo resultado no se puede predecir con certeza y que se realiza
bajo los siguientes criterios:

. Puede ser repetido bajo las mismas condiciones
. Se puede describir el namero de resultados posibles.
. Se puede establecer un modelo matematico asociado a € (esto se discutira en el

capitulo de variables aleatorias).

Ejemplo:

€1 {Extraer una esfera de una urna que contiene 5 esferas de color azul y 2 rojas}

g . {Contar el nimero de piezas defectuosas producidas por una maquina de la
produccién diaria}

g3 . {Tiempo de vida de un foco de luz}
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Espacio Muestral (Q)

Es el conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio E.
Ejemplo

Q, ={azul, rojo}

Q, ={x/x>0,xeZ}

Q, ={x/x>0,xe R}

Punto muestral

Es cualquier elemento de Q. Si Q, ={o0,,0,,...,0,} entonces Q tienen n puntos
muestrales.

Ejemplo:

Q, ={azul, rojo} los puntos muestrales son o, ={azul}, o, ={rojo}

Evento

Es cualquier subconjunto de un espacio muestral. Los eventos se identifican mediante
letras mayusculas.

Ejemplo:

Si se define el experimento aleatorio e={Resultado de un partido de futbol}, su espacio
muestral sera {ganar, empatar, perder} ; si se define el siguiente evento:

A: {Obtener al menos un punto como resultado}

A: {ganar, empatar}

Ejemplo 4.1: A continuacion se presentan algunos ejemplos de experimentos y sus
resultados asociados.

Experimento

Resultados experimentales

Lanzar una moneda

Cara, Sello

Seleccionar un articulo para su inspeccién

Defectuoso, No defectuoso

Lanzar un dado

1,2,3,4,5,6

Jugar un partido de futbol

Ganar, perder, empatar

Para analizar un experimento en particular es necesario definir cuidadosamente los
resultados experimentales posibles. El espacio muestral es el conjunto de todos los
resultados posibles generados por un experimento. Cada resultado experimental se
conoce también como punto muestral y corresponde a un elemento del espacio
muestral.

Ejemplo 4.2: Si suponemos que Q denota el espacio muestral entonces:

Experimento Espacio muestral
Lanzar una moneda Q ={Cara, Sello }
Seleccionar un articulo para su inspeccion | Q = { Defectuoso, No defectuoso }
Lanzar un dado Q={1,2,3,4,5,6}
Jugar un partido de futbol Q = { Ganar, perder, empatar }
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Ejemplo 4.3: Un chip que pasa el control de calidad puede ser defectuoso (D) o no
defectuoso (D”) Suponga que en cierto control se tiene tres chips, construya un espacio
muestral de los posibles resultados de la condicion de los tres chips.

4.4 Reglas de conteo

Un paso necesario en la asignacion de probabilidades es poder identificar y contar los
resultados experimentales. A continuacion se analizan cuatro reglas de conteo que
resultan utiles.

Regla de la multiplicacion

Si un experimento se puede describir como una sucesion de k etapas, en las que hay n,
resultados posibles en la primera etapa, n, en la segunda, etc. Entonces, la cantidad
total de resultados experimentales es n, xn, x---xn, .

Ejemplo 4.4: ;Cuantas parejas de bailes de diferente sexo se puede formar con tres
varones y cinco damas?

El experimento consiste en formar parejas de baile. La primera etapa consiste en elegir
al varon y se puede hacer de n, =3 formas. La segunda etapa consiste en escoger a la
dama y se puede realizar de n,=5 formas. Luego, se pueden formar n xn,=15
parejas de baile.

Ejemplo 4.5: Para viajar de Tumbes a Lima se cuenta con tres posibilidades, por via
area, terrestre o maritima. De Lima a Tacna se puede viajar solo por via aérea y
maritima, por averias en la via terrestre. ;De cuantas maneras se puede realizar el viaje
de Tumbes a Tacna pasando por Lima?
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Regla de la adicion

Si un primer experimento tiene n, resultados posibles, un segundo experimento tiene n,

resultados posibles, etc. Entonces, la cantidad total de resultados experimentales luego
de realizar el primer o segundo experimento, es decir solo uno de ellos, es n, +n,+ ...+

Nk.

Ejemplo 4.6: Una persona puede viajar de Lima a Cuzco por via aérea o terrestre y
tiene a su disposicion 6 lineas aéreas y 5 lineas terrestres. ;De cuantas formas puede
realizar el viaje desde Lima hasta Cuzco?

El primer experimento consiste en elegir una linea aérea y tiene n, =6 formas posibles
de hacerlo, el segundo experimento consiste en elegir una linea terrestre y tiene n, =5
formas posibles de hacerlo. Luego, se tienen n,+n, =11 formas posibles de realizar el
viaje.

Ejemplo 4.7: Dofa Pepa comprd un pescado para cocinarlo. En su manual de cocina
ella encuentra tres maneras diferentes para hacerlo al horno, dos para hacerlo frito y

cuatro para prepararlo cocido. ¢De cuantas maneras diferentes puede cocinar su
pescado?

Combinaciones

Las combinaciones permiten contar la cantidad de resultados experimentales cuando se
deben seleccionar n objetos entre un total de N, por lo general mas grande, donde el
orden de seleccién no se considera importante. La cantidad de combinaciones de N
objetos tomando n a la vez es

ov__ N
" n(N-n)!
donde N!=Nx(N-1)x---x2x1, nl=nx(n-1)x---x2x1y 0!=1.
Ejemplo 4.8: Se tiene un grupo de 30 estudiantes del curso Estadistica EPE, ¢de

cuantas maneras diferentes se podria elegir a tres delegados para que representen a la
seccién?

El orden de seleccion de los tres delegados no es importante.

Luego, existen C* =4060 formas diferentes de elegirlos.
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Ejemplo 4.9: De un grupo de nueve alumnos, cinco de los cuales son varones, se desea
formar un grupo que consta de tres varones y dos mujeres. (De cuantas maneras se
puede formar dicho grupo?

El orden de seleccion de los varones y mujeres no es importante.

Luego, existen C,xC, =60 formas diferentes de elegirlos.

Permutaciones

Las permutaciones permiten calcular el nimero de resultados experimentales al
seleccionar n objetos de un conjunto de N, donde es importante el orden de seleccion.
Si los mismos n objetos se seleccionan en otro orden se considera que se trata de un
resultado experimental distinto. EI nGmero de permutaciones de N objetos tomando n
alavezes

N!
PN
" (N-n)!

Ejemplo 4.10:Se contrata un servicio de calificacion para que analice y seleccione en
orden las 3 mejores marcas de computadora. Si se analizan un total de 12 marcas de
computadoras ¢de cuantas formas distintas puede el servicio de calificacion llegar al
ordenamiento final?

Para elegir las tres mejores marcas de computadora es obvio que el orden es importante.
Luego, existen P;* =1320 formas diferentes de llegar al ordenamiento final.

Ejemplo 4.11:Un estudiante tiene ocho CDS distintos y desea acomodarlos de tal
manera que tres CDS especificos siempre estén juntos.
a. ¢Cuantos arreglos diferentes son posibles?

b. ¢Cuantos arreglos diferentes serian posibles si estos tres CDS especificos nunca
estén juntos?
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4.5 Asignacion de probabilidades

A partir de la comprension de los conceptos de experimento y espacio muestral, veamos
cémo pueden determinarse las probabilidades para los resultados experimentales. Al
asignarse estas probabilidades se deben satisfacer dos requerimientos basicos de
probabilidad.

1. Los valores de probabilidad asignados deben estar entre cero y uno. Si &, denota el
i -ésimo resultado experimental y P(gi) indica su probabilidad asociada, entonces:

0<P(e) <1

2. Lasuma de todas las probabilidades asociadas a los resultados experimentales debe
ser igual a uno. Si el espacio muestral tiene k resultados experimentales, entonces:

ip(gi) =P(&)+P(&,)+--+P(g) =1

Cualquier método para asignar valores de probabilidad a los resultados experimentales
que satisfaga estos dos requerimientos y produzca medidas numeéricas razonables es
aceptable. En la practica, se emplean con frecuencia el método clasico, el método de
frecuencia relativa y el método subijetivo.

Meétodo clasico

El método clasico de asignacion de probabilidades supone que cada resultado
experimental tiene la misma posibilidad de ocurrir. Si un experimento tiene n
resultados posibles el método clésico asignaria una probabilidad de 1/n a cada resultado
experimental.

Ejemplo 4.12:Si se considera el experimento de lanzar una moneda, en cualquiera de
estos lanzamientos se observard Cara o Sello. Una suposicion razonable, en caso la
moneda no esté trucada, es que cualquiera de estos resultados experimentales es

igualmente probable, es decir P[Cara]=P[Sello]=0,5.

Ejemplo 4.13:Considere el experimento de lanzar un dado. Si el dado fue disefiado de
modo que los seis resultados experimentales sean igualmente probables entonces se

cumple que P[1]=P[2]=---=P[6]=1/6.

Este método fue elaborado originalmente para analizar probabilidades en los juegos de
azar, donde la suposicion de resultados igualmente probables frecuentemente es
razonable. Sin embargo en muchas otras situaciones esta suposicion no es valida por lo
gue se requieren métodos alternativos para asignar las probabilidades.

La definicidn de probabilidad bajo el método clasico es:
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o= 10

Donde:
n(A): Es el nimero de elementos de un evento de interes.
n(S): Es el nimero total de elementos del espacio muestral.

Ejemplo 4.14: Se selecciona al azar dos chips de un grupo de 12 de los cuales cuatro
son defectuosos. Y se definen los eventos:

A: Los chips seleccionados son defectuosos

B: Los chips seleccionados son no defectuosos

Determine la probabilidad de ocurrencia de A y la probabilidad de ocurrencia de B

Solucion
4 8
X
% =0,0909

12
2

P(A) =

8 4

X

C.xC, EO =0,4242
2

P(B) =

Meétodo de frecuencia relativa

El método de frecuencia relativa esta basado en los datos observados sobre el proceso o
fendmeno bajo estudio. Para su determinacion se necesita obtener datos mediante
pruebas, entrevistas, etc. los cuales se resumen en una tabla de resultados (la tabla de
distribucion de frecuencias). La frecuencia relativa de un resultado (cantidad de
resultados favorables entre total de resultados) se considera como la probabilidad de
ocurrencia, siempre y cuando las condiciones bajo las cuales se obtuvieron los
resultados se mantengan a futuro.

Método subjetivo

Este método es apropiado cuando no se puede suponer de manera realista que todos los
resultados experimentales son igualmente probables y cuando se dispone de pocos datos
relevantes. Cuando se emplea este método podemos usar cualquier informacion
disponible como nuestra experiencia o intuicion. Después de considerar toda esa
informacién se especifica un valor de probabilidad que exprese nuestro grado de
creencia, en una escala de cero a uno, sobre las posibilidades de ocurrir que tiene el
resultado experimental de interés. Usando el método subjetivo puede esperarse que
diferentes personas asignen probabilidades diferentes al mismo resultado experimental.
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4.6 Eventosy sus probabilidades

Un evento es una coleccion especifica de puntos muestrales.

Ejemplo 4.15:Considere el experimento de lanzar un dado, cuyo espacio muestral es Q
={1,2,3,4,5,6}. Sisedefine el evento A como obtener un nimero par, entonces
A={2,4,6} Portanto, si el resultado experimental fuese 2, 4 6 6 se diria que ha
ocurrido el evento A. Si se conocen las probabilidades de los puntos muestrales, la
probabilidad de un evento es igual a la suma de las probabilidades de los puntos
muestrales que la componen. Es decir que

P[A]:P[2]+P[4]+P[6]=%+%+%=0,5

Siempre que podamos identificar todos los puntos muestrales de un experimento y
asignarles las correspondientes probabilidades podemos usar el enfoque anterior para
calcular la probabilidad de un evento cualquiera. Sin embargo, en muchos experimentos
la cantidad de puntos muestrales es grande y su identificacion, al igual que la
determinacion de sus probabilidades, se vuelve demasiado compleja o, incluso,
imposible. A continuacion se presentan algunas relaciones bésicas de probabilidad para
calcular la probabilidad de un evento sin conocer todas las probabilidades individuales
de los puntos muestrales que la componen. Este enfoque se basa en la teoria de
conjuntos, por lo que se recomienda un breve repaso de la misma.

4.7 Algunas relaciones basicas de probabilidad

Complemento de un evento

Para un evento A cualquiera, se define su complemento como el evento consistente en
todos los puntos muestrales que no estan en A. EI complemento del evento A se denota
con AC. La Figura 4.1 muestra una representacion conocida como Diagrama de Venn,
que ilustra el concepto del complemento. El area rectangular representa el espacio
muestral para el experimento y como tal contiene todos los puntos muestrales posibles.
El circulo representa el evento A y solo contiene los puntos muestrales que le
pertenecen. El resto del rectangulo sombreado contienen todos los puntos muestrales
que no estan en el evento A, el cual por definicion es el complemento de A.

Figura 4.1
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En cualquier aplicacién de probabilidad, el evento A y su complemento A® deben
satisfacer la condicién

P[A]+P[A°] =1
Despejando se tiene
P[A]=1-P[ A°]

La relacion anterior muestra que la probabilidad de un evento A puede calcularse si se
conoce la probabilidad de su complemento.

Ejemplo 4.16:La probabilidad que un sistema de comunicacion de datos tenga una
selectividad elevada es 0,72, la probabilidad que tenga alta fidelidad es 0,59 y la
probabilidad que tenga ambas caracteristicas es 0,37. Si se definen el evento:

A = Sistema de comunicacion de datos tiene una selectividad elevada
AC = Sistema de comunicacion de datos no tiene una selectividad elevada

Calcular la probabilidad que el sistema de datos no tiene selectividad elevada
P(A°)=1-P(A)=1-0,72=0,28

Ejemplo 4.17:La probabilidad de una moneda esta cargada de modo que la
probabilidad de salir cara (C) sea el doble que la de sello (S). Calcule P( C) y P(S)

C = La moneda sale cara
S = La moneda sale sello

De los datos tenemos: P(C) =2P(S)

Por definicion: P(C)+P(S)=1
Reemplazamos:
2P(S)+P(S) =1
3P(S) =1
P(S)=1/3=P(C)=2/3

Ley de la adicion

La ley de la adicion es una relacion atil cuando tenemos dos eventos y estamos
interesados en conocer la probabilidad que ocurra al menos uno de ellos. Es decir, si
tenemos los eventos A o B, estamos interesados en conocer la probabilidad que ocurra
el evento A, el evento B o ambos simultaneamente. Antes de presentar la ley de la
adicion se necesita exponer dos conceptos relacionados a la combinacién de eventos: la
unién y la interseccion de eventos.

Para dos eventos A y B, la union del evento A con el evento B es el evento que
contienen todos los puntos muestrales que pertenecen a A 0 a B 0 a ambos. La union se
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denota por AUB. El diagrama de Venn que se muestra en la Figura 4.2 describe la
unién de los eventos A 'y B.

Figura 4.2
Para dos eventos A y B, la interseccion de los eventos A 'y B es el evento que contienen
todos los puntos muestrales que pertenecen tanto a A como a B, es decir, que son
comunes a ambos conjuntos. La interseccién se denota por AnB. El diagrama de
Venn que se muestra en la Figura 4.3 describe la interseccion de los eventos A y B.

3
[us]

Figura 4.3
La ley de la adicion permite encontrar la probabilidad de la unién de dos eventos usando
la siguiente relacion:

P[AuB]z P[A]+P[B]—P[AF\B]

Ejemplo 4.18:Un instituto de investigaciones académicas desea determinar si existe
relacion entre el interés de un estudiante en finanzas, su habilidad en matematicas y su
género. Se selecciona una muestra de 200 estudiantes y mediante una prueba se mide su
habilidad matematica y su interés en finanzas. Los resultados fueron los siguientes:

Género
Interés en Femenino (A1) Masculino (Az) Total
finanzas Habilidad en matematicas Habilidad en matematicas
Baja (C1) | Media (C2) | Alta(Cs) | Baja(C1) | Media (C2) | Alta(Cs)
Bajo (B1) 25 9 6 35 6 10 91
Medio (B2) 4 22 7 11 21 3 68
Alto (B3) 2 5 15 3 7 9 41
Total 31 36 28 49 34 22 200

Si se selecciona un estudiante al azar:
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a. ¢Cudl es la probabilidad de seleccionar un estudiante con un interés alto en

finanzas?
Solucién:

Bs: Interés alto en finanzas.

41
P(B,) 200 0,205

b. ¢Cual es la probabilidad de que no tenga una alta habilidad en matematicas y tenga

un interés medio en finanzas?
Solucion:

Cs: Habilidad alta en matematicas.

B,: Interés medio en finanzas.

P(Cg - Bz)= 4+22+11+21 0,29
200

c. ¢Cuél es la probabilidad de que sea hombre o tenga un bajo interés en finanzas?
Solucion:

A,: Masculino.

Bi: Interés bajo en finanzas.

P(Az “ Bl)= P(A2)+ P(Bl)_ P(Az M Bl)
49+34+22 91 51

P(A, UB,)= -
(A, uB,) 200 200 200

=0,725

Ejemplo 4.19:Una encuesta entre suscriptores de una revista local indico que 45,8% de

ellos habian rentado un automdvil por motivos de negocios, 54% por motivos

personales y 30% por motivos de negocios y personales a la vez.

a. ¢Cual es la probabilidad de que un suscriptor rente un automovil por motivos de
negocios o personales?

b. ¢Cudl es la probabilidad de que un suscriptor rente un automovil por motivos que no
sean de negocios ni personales?

Solucién:

Negocios Personales

0.458 054

A: Rentar un automdvil por negocios
B: Rentar un automovil por motivos personales

a. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,458+0,54—0,30 = 0,698

P(A° A B®)=1-P(AUB)=1-0,698 = 0,302
Se dice que dos 0 mas eventos son mutuamente excluyentes si los eventos no tienen
ningdn punto muestral en coman, es decir, no hay puntos muestrales en la interseccion
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de los eventos. Para que dos eventos A y B sean mutuamente excluyentes se debe
cumplir que Pr[AmB]:O. La Figura 4.4 proporciona un diagrama de Venn que
muestra dos eventos mutuamente excluyentes.

Si los eventos A y B son mutuamente excluyentes, entonces

P[AUB]:P[A]+P[B]

Figura 4.4

Ejemplo 4.20:La probabilidad de que una empresa alemana invierta en mineria en el
departamento de Junin es de 0,7; de que invierta en Cajamarca es de 0,4 y de que
invierta en al menos una de ellas es de 0,8. Determine la probabilidad de que dicha
empresa finalmente se localice:

a) So6lo en Cajamarca.

b) En ninguno de los lugares mencionados
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Probabilidad condicional

En muchas situaciones es importante poder determinar la probabilidad de un evento
cuando se sabe que ha ocurrido otro. Suponga que tenemos un evento A con

probabilidad Pr[A] y que obtenemos informacién nueva o nos enteramos que ha

ocurrido otro, denotado B. Si el evento A se relaciona con B, desearemos sacar ventaja
de esta informacion al calcular una probabilidad nueva o revisada para el evento A.

Esta nueva probabilidad del evento A se escribe P[A/B]. El simbolo “/ denota el

hecho que estamos considerando la probabilidad del evento A dada la condicién que ha
ocurrido el evento B. Por lo tanto, la notacion P[A/B] se lee “la probabilidad de A

dado B”.

Con dos eventos A y B, la probabilidad condicional para A dado B, y la probabilidad
condicional para B dado A son como siguen:

P[A/B]:%
p[B/A]:%

Para que las expresiones anteriores tengan significado, en el primer caso P[B] no puede

ser igual a cero y en el segundo caso P[A] tampoco puede ser igual a cero.

Para obtener una comprension intuitiva del uso de las relaciones anteriores
consideremos el diagrama de Venn de la figura 4.5. La region sombreada (tanto en gris
claro como en gris oscuro) denota que el evento B ocurrid; la regién sombreada en gris
oscuro denota el evento A~ B. Sabemos gque una vez que ha ocurrido B, la Gnica forma
en que podemos observar también el evento A es que ocurra el evento AnB. Por lo

tanto la razén entre P[ANB] y P[B] proporciona la probabilidad que observemos el
evento A cuando ya ocurrié el evento B.

Figura 4.5
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Ejemplo 4.21:Se estima que la probabilidad que la empresa A tenga éxito al
comercializar su nuevo producto en el mercado es 0,75, la probabilidad que la empresa
B tenga éxito al comercializar su nuevo producto en el mercado es 0,62 y la
probabilidad que ambas empresas tengan éxito con sus respectivos productos es 0,45.
¢Cudl es la probabilidad que la empresa A tenga éxito al comercializar su nuevo
producto, si se sabe que la empresa B también lo tuvo?

Si se definen los eventos:

A = La empresa A tiene éxito al comercializar su producto
B = La empresa B tiene éxito al comercializar su producto

P[AnB] 0,45

——2_0,7258.
P[B] 0,62

Entonces P[A/B]=

Ejemplo 4.22: La probabilidad de que un vuelo programado normalmente salga a
tiempo es 0,83; la probabilidad de que llega a tiempo es 0,82 y la probabilidad de que
salga y llegue a tiempo es 0,78. Encuentre la probabilidad de que un avion:

a.  Llegue atiempo, dado que sali6 a tiempo

A: Vuelo programado normalmente sali6 a tiempo

B: Vuelo llegue a tiempo

P(A)=0,83

P(B) =0,82

P(AnB)=0,78

pB/Ay= "BOA) 078 5a0g
P(A) 0,83

b.  Sali6 atiempo, dado que lleg6 a tiempo

P(ANB) 078

= 0,9512
P(B) 082

P(A/B) =

Eventos independientes

Dos eventos A y B son independientes si:
P[A/B]=P[A] ¢ P[B/A]=P[B]

De otro modo, los eventos son dependientes.
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Ley de la multiplicacion

La ley de la multiplicacion puede usarse para encontrar la probabilidad de la
interseccion de dos eventos. La ley de la multiplicacion se obtiene a partir de la
definicion de probabilidad condicional

P[AmB]: P[A/B]P[B]
P[AmB]zP[B/A]P[A]

Ejemplo 4.23:El departamento de circulaciéon de un periddico sabe que el 84% de sus
clientes se suscribe a la edicion diaria (lunes a sdbado). Ademas la probabilidad que un
cliente, que ya tiene suscripcion diaria, se suscriba también a la edicion dominical es
0.75. ¢Cual es la probabilidad que un cliente se suscriba tanto a la edicién diaria como a
la dominical del periodico?

Si se definen los eventos:
A = Un cliente se suscribe la edicion diaria
B = Un cliente se suscribe la edicion dominical

Entonces P[A]=0,84, P[B/A]=0,75. Luego
P[A~B]=P[B/A]P[A]=0,75(0,84)=0,63

Notar que para el caso especial de eventos independientes, la ley de la multiplicacion se
convierte en:

P[AmB]:P[A]P[B]

Por lo tanto, para calcular la probabilidad de la interseccion de dos eventos
independientes solo multiplicamos las probabilidades correspondientes.

Ejemplo 4.24:El éxito de un proyecto de inversidn depende del trabajo de un ingeniero,
un administrador y un abogado. Se sabe que la probabilidad de que el ingeniero falle en
su labor es de 4%, la probabilidad de que el administrador falle es de 6% vy la
probabilidad de que el abogado falle es de 8%. Para que el proyecto sea exitoso,
ninguno de los 3 debe fallar. Asumiendo que las labores de los tres integrantes son
independientes entre si, ¢cual es la probabilidad de que al final el proyecto falle?

Sean los eventos
A = El ingeniero falle en su labor
B = El administrador falle en su labor
C = El abogado falle en su labor
D = El proyecto falle

P[D]=1-P| D |=1-P| A° nB° nC® | =1-P| A® |P[ B® |P[C° |
Luego P[D]=1-0,96x0,94x0,92 =0,8302.
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Ejemplo 4.25:En una caja de fusibles contiene 20 unidades, de las cuales cinco son
defectuosos. Si se selecciona dos fusibles al azar uno después de otro de la caja sin
reemplazar el primero, (Cudl es la probabilidad de que ambos fusibles estén
defectuosos?

4.8 Teorema de Bayes

Una etapa importante del analisis de las probabilidades condicionales consiste en revisar
dichos valores cuando se obtiene nueva informacion. Con esta nueva informacion
actualizamos los valores iniciales de probabilidad encontrando probabilidades revisadas,
conocidas como probabilidades posteriores. El teorema de Bayes proporciona un medio
para hacer estos célculos de probabilidad.

Ejemplo 4.26:Suponga una empresa que compra componentes de dos proveedores.
Sean los eventos:

A, = Componente comprado al proveedor 1
A, = Componente comprado al proveedor 2

Actualmente, el 65% de los componentes comprados provienen del proveedor 1 vy el
resto del proveedor 2. Por lo tanto, si se elige al azar un componente, asignariamos las
probabilidades previas P[A,]=0,65y P[A,]=0,35.

La calidad de los componentes comprados depende del proveedor. Sean los eventos:

B, = Componente comprado se encuentra en buenas condiciones
B, = Componente comprado se encuentra en malas condiciones

Las probabilidades condicionales de recibir un componente en buenas o malas
condiciones (con base en datos histéricos), segun el proveedor, son:

P[B,/A]=0,98  P[B,/A] =0,02
P[B,/A,]=0,95  P[B,/A,] =0,05
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El diagrama de arbol que se muestra en
la Figura 4.7 describe el proceso en que
esta empresa recibe un componente de
unos de los proveedores mencionados y
luego descubre que se encuentra en
buenas o malas condiciones como un
experimento de dos etapas. De los
cuatro resultados experimentales
posibles, dos corresponden al caso en
que el componente se encuentra en
buenas condiciones y dos corresponden

al caso contrario. - (42.By)

Etapa 1 Etapa 2 Resultade
: expertmental

(A1 By

Ay
(A1 ,B2)

(Az.Bo)

Figura 4.6

Cada uno de los resultados experimentales es la interseccion de dos eventos, de modo
que podemos usar la regla de la multiplicacion para calcular las probabilidades. Es
decir,

P[A1 mBl] = P[Al]P[Bl/Al]

El proceso de calcular estas probabilidades conjuntas puede describirse con lo que en
ocasiones se llama arbol de probabilidad. También se le denomina arbol de decisiones,
como se muestra en la Figura 4.8. De izquierda a derecha en el arbol, las probabilidades
para cada una de las ramas en la primera etapa corresponden a las probabilidades
iniciales, mientras que las probabilidades para cada rama en la segunda etapa son
probabilidades condicionales. Para encontrar las probabilidades de cada resultado solo
multiplicamos las probabilidades en las ramas que conducen al resultado. Observe que
las probabilidades de los cuatro resultados experimentales suman uno.

Probabilidad
Simple

Probabilidad

Condicional Probabilidad Conjunta

P[Bl/Al] P[Al N Bl] = P[Al] Pr[Bl/A]_] = 0,6370

P[A:]
P[A; N Bs] = P[Ad] P[Ba/Aq] = 0,0130

P[Ag N Bl] = P[Ag] P[Bl/Az] =0,3325
P[A2]

P[A2 N Bz] = P[Az] P[Bz/Az] =0,0175

P[B2/Az]

Figura 4.7
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El teorema de Bayes es aplicable cuando los eventos para los que deseamos calcular
probabilidades posteriores son mutuamente excluyentes y su union es el espacio
muestral completo. El teorema de Bayes puede extenderse al caso de n eventos

mutuamente excluyentes A,, A,, ---, A, cuya union cubre todo el espacio muestral.
En tal caso, el teorema de Bayes para el calculo de cualquier probabilidad posterior
P[A,/B] se vuelve

P[A/B]= P[A‘F}[PB[]B/A‘], i=1,2,-,n

donde P[B]=P[A,|P[B/A,]+P[A,]P[B/A,]+ --+P[A,]P[B/A,] se le conoce con
el nombre de probabilidad total.

Ejemplo 4.27:Suponga que los componentes del Ejemplo 4.16 se usan en un proceso de
manufactura y que un componente en malas condiciones causa que una maquina se
descomponga, ¢;cual es la probabilidad que el componente en malas condiciones
provenga del proveedor 1? y ;cudl es la probabilidad que provenga del proveedor 2?
Con la informacion del arbol de probabilidad podemos usar el teorema de Bayes para
responder a estas preguntas.

Proveedor 1: P[A,/B,]= P[AlF][PEEET/Al]
Proveedor 2: P[A, /B,]= P[AQF][PB[ET/AZ]

donde P[B,]|=P[A,]P[B,/A,]+P[A,]P[B,/A,]=0,0305. Luego

0,65x0,02
PIAVB]= =5 5g05 ~ 4267
0,35x0,05
P[AZ/BZ] :W:0,5738
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Ejemplo 4.28:En un cierto laboratorio de computo se tienen 3 marcas de computadoras
(M1, M2 y M) en las proporciones 50%, 30% y 20% respectivamente. Se sabe que un
cierto virus informético de Internet infecta al 5% de las computadoras de la marca 1, al
10% de la marca 2 y al 20% de la marca 3.

a. ¢Cudl es la probabilidad de una computadora seleccionada al azar esté infectada
por el virus informético?
b.  Si una computadora no esta infectada por el virus;;,Cuél es la probabilidad de que
sea de lamarca1?
c.  Si cierta computadora no esta infectada ¢Cual es la probabilidad de que no sea de
la marca 3?
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4.9 Problemas

1. Una computadora consta de cinco celdas para ubicar un tipo de memoria
electronica. Se dispone de seis memorias en buen estado y seis en mal estado. Para
que la computadora funcione es necesario que tenga como minimo cuatro memorias
en buen estado. ¢Cual es la probabilidad de seleccionar al azar cinco memorias
electronicas del total disponible de tal forma que la computadora funcione?

2. Enun intento por burlar la vigilancia en la aduana un viajero guarda junto a 10 CD’s
en blanco, ocho CD’s con programas informaticos grabados de forma ilegal. Si el
inspector de la aduana selecciona al azar tres de los CDs para verificar su contenido.
¢Cudl es la probabilidad de arrestar al viajero por posesion ilegal de programas
informaticos?

3. Una planta de produccion emplea 20 trabajadores en el turno de dia, 15 trabajadores
en el segundo turno y 10 en el turno de noche. Un consultor de control de calidad
selecciona a seis trabajadores para ser entrevistados. Si la seleccion se hace al azar,
¢cual es la probabilidad de que los seis trabajadores seleccionados sean del mismo
turno?

4. Un articulo producido puede tener en forma independiente tres tipos de defectos; el
defecto A con probabilidad 0,04, el defecto B con probabilidad 0,08 y el defecto C
con probabilidad 0,05. Un articulo es seleccionado al azar para verificar su
condicion.

a. ¢Cudl es la probabilidad que el articulo no presente defectos?
b. ¢Cuél es la probabilidad que el articulo presente solo un defecto?
c. ¢Cudl es la probabilidad que el articulo sea defectuoso?

5. La probabilidad de que el supervisor del primer turno identifique una falla en el
proceso es 0,86 y la probabilidad de que el supervisor de la tarde identifique la
misma falla en el proceso es 0,85, asimismo la probabilidad de que ambos
identifiquen la misma falla en el proceso es 0,70, ;Cual es la probabilidad de que
dado que el supervisor del primer turno identifico la falla, también lo haga el
supervisor del turno tarde?

6. Un sistema tiene dos componentes A y B y se conecta de manera que éste funciona
si cualquiera de las componentes lo hace. Se sabe que la probabilidad que el
componente A funcione es 0,9, la probabilidad que el componente B funcione es 0,8
y la probabilidad que ambos funcionen es 0,72. ;Funcionan los componentes Ay B
de forma independiente?

7. En la fabricacion de cierto producto se presenta el defecto tipo Alpha con una
probabilidad de 0,1 y el defecto tipo Beta una probabilidad de 0,5. Suponiendo que
las ocurrencias de los defectos tipo Alpha y Beta son independientes:

a. ¢Cudl es la probabilidad que un articulo no tenga ambos defectos?

b. ¢Cual es la probabilidad que un articulo no sea defectuoso?

c. Calcular la probabilidad que, sabiendo que es defectuoso, tenga sélo un tipo de
defecto.
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8.

10.

11.

En una empresa que desarrolla software los programadores han sido clasificados en
tres categorias: A, B y C. Se sabe que aproximadamente uno de cada 80 programas
codificados por los programadores de la categoria A presentan fallas durante su
ejecucion. La probabilidad que un programa codificado por los programadores de la
categoria B no falle es 0,975 y la probabilidad que un programa codificado por los
programadores de la categoria C no falle es 0,95. Si de todos los programas
desarrollados, el 50% es codificado por los programadores de la categoria A y el
30% son codificados por los programadores de la categoria B. Si se elige un
programa al azar

a. ¢Cudl es la probabilidad que presente fallas durante su ejecucion?

b. Si el programa elegido presenta fallas durante su ejecucion, ¢cuél es la

probabilidad que haya sido codificado por un programador de la categoria C?

La empresa Omega S.A. desea obtener un certificado de calidad de sus servicios,
para lo cual debe ser visitada por dos inspectores de calidad quienes evaluaran los
servicios ofrecidos por la empresa y verificaran si cumplen con los requisitos para
su aprobacidn y certificacion. Las visitas y las evaluaciones se realizan en forma
independiente. La certificacion de calidad se entrega solo si ambos inspectores
aprueban los servicios de la empresa Omega S.A.. El inspector A aprueba sélo al 2%
de las empresas con algunas fallas en los servicios. El inspector B aprueba al 7% de
las empresas con algunas fallas en los servicios. Si se sabe que Enigma tiene algunas
fallas en sus servicios, calcule la probabilidad de que:

a. El inspector B apruebe los servicios de Omega S.A., si se sabe que el inspector A

no los aprobd.
b. Omega S.A. no logre la certificacion.

Un programa de computadora utiliza cualquiera de tres subrutinas, A, B y C.
Dependiendo del problema la practica ha demostrado que la subrutina A sera usada
el 40% del tiempo y la subrutina B el 30% del tiempo. Si se usa la subrutina A
entonces hay un 75% de probabilidad que el programa corra antes de que exceda su
tiempo limite, si se usa la subrutina B hay un 50% de probabilidad de que lo haga
antes de gque exceda su tiempo limite, mientras que la probabilidad correspondiente
para C es 65%. Si se elige un programa al azar

a. ¢Cudl es la probabilidad que corra sin exceder el tiempo limite?

b. ¢Cuél es la probabilidad que haya usado la subrutina B si se sabe que el

programa corrié antes de exceder el tiempo limite?

En un curso de una facultad de ingenieria se tiene que el 20% de los alumnos son de
sistemas, el 30% de electrénica, el 25% de civil y el resto de industrial. Por ciclos
anteriores se sabe que los de sistemas aprueban en el 80% de los casos, los de
electrénica 75%, los de civil el 72% y los de industrial en el 82% de los casos. Se
elige un alumno al azar.

a. Calcule la probabilidad de aprobar el curso y ser de industrial.

b. Calcule la probabilidad de que sea de sistemas, si sabemos que ha aprobado el

curso.
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12. Un sistema consta de cuatro componentes, como se ilustra en la siguiente figura.
Todo el sistema funcionara si el subsistema 1-2 funciona o el subsistema 3-4
funciona (porque los subsistemas estan conectados en paralelo). Como los dos
componentes de cada subsistema estan conectados en serie, un subsistema
funcionara sélo si ambos componentes funcionan. Si los componentes funcionan o
fallan de modo independiente uno del otro y si cada uno de ellos funciona con una
probabilidad de 0,9, ¢cudl es la probabilidad de que todo el sistema funcione
(coeficiente de confiabilidad del sistema)?
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Capitulo 5

Variables aleatorias

5.1 Introduccién

En este capitulo se continia con el estudio de la probabilidad introduciendo los
conceptos de variables aleatorias y distribuciones de probabilidad. Se considera las
distribuciones de probabilidad de variables aleatorias tanto discretas como continuas.
Son particularmente interesantes las cinco distribuciones de probabilidad que se
mencionan en este capitulo: Binomial, de Poisson, Uniforme, Normal y Exponencial.

5.2 Variables aleatorias

En el Capitulo 4 se define un experimento como cualquier proceso que genera
resultados bien definidos. Se considera de interés el proceso de asignar valores
numéricos a los resultados experimentales. Para hacerlo, se introduce la nocion de
variable aleatoria.

Para cualquier experimento en particular, una variable aleatoria puede definirse de
modo que cada resultado experimental posible genere exactamente un valor numeérico
para la variable aleatoria, es decir que una variable aleatoria es la descripcion numérica
del resultado de un experimento.

Ejemplo 5.1:
Experimento Variable aleatoria Valore_s posibles para
la variable aleatoria
Realizar 100 llamadas de NUmero de ventas logradas 0,1,2,...,100
ventas
Inspeccionar un lote de 50 NUmero de articulos
; 0,1,2,...,50
articulos defectuosos
Trasladarse de la UPC al hogar Tiempo requerido (en 15 < Tiempo < 45
minutos)
Administrar un restaurante Nume_ro de clle[]tes 0,1,2,...
atendidos por dia

Una variable aleatoria puede clasificarse como discreta o continua dependiendo de los
valores numericos que pueda asumir. Una variable aleatoria que solo puede tomar una
secuencia finita o infinita numerable de valores es una variable aleatoria discreta. El
numero de ventas logradas, numero de articulos defectuosos y nimero de clientes
atendidos por dia son ejemplos de variables aleatorias discretas. Una variable aleatoria
que toma una secuencia infinita no numerable de valores es una variable aleatoria
continua, por ejemplo: tiempo requerido (en minutos) para trasladarse de la UPC al
hogar.
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5.3 Variables aleatorias discretas

Distribucion de probabilidad de una variable
aleatoria discreta

La funcion de distribucion de probabilidad, denotada por f(x), proporciona la
probabilidad que la variable aleatoria discreta X tome el valor especifico x. En la
construccidn de una distribucion de probabilidad discreta siempre deben satisfacerse dos
condiciones:

. 0<f(x)<1

. Y f(x)=1

Ejemplo 5.1: Una empresa recibe discos duros de su proveedor en cajas de 50
unidades. Luego de la comercializacion de los discos y de acuerdo a las devoluciones
realizadas por sus propios clientes ha determinado el numero de discos duros
defectuosos en las ultimas 500 cajas compradas. La informacion se muestra a
continuacion:

Numero de discos duros defectuosos 0 1 2 3 4

Numero de cajas 300 100 50 25 25

Sea la variable aleatoria X = Numero de discos duros defectuosos por caja de 50
unidades. La funcion de distribucion de probabilidad se puede obtener calculando la
frecuencia relativa para cada valor de X.

X 0 1 2 3 4
f(x) 0,60 0,20 0,10 0,05 0,05

Valor esperado de una variable aleatoria discreta

El valor esperado de una variable aleatoria discreta es un promedio ponderado de todos
los valores posibles de la misma, donde los pesos son las probabilidades asociadas con
los valores. El valor esperado de una variable aleatoria discreta se calcula con la
siguiente expresion:

u=E[X]=2.x1(x)

El valor esperado de una variable aleatoria es el valor medio, o promedio. Para
experimentos que pueden repetirse muchas veces, el valor esperado puede interpretarse
como el valor promedio a largo plazo para la variable aleatoria. Sin embargo, el valor
esperado no necesariamente es el nimero que pensamos asumira la variable aleatoria la
proxima vez que se realice el experimento.
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Ejemplo 5.2: Si se desea calcular el valor esperado de la variable aleatoria definida en
el ejemplo anterior.

E(X) =3 X f(x) =0(0,6) +1(0,2) +2(0,1) +3(0,05) + 4(0,05) = 0,95

Luego, el valor esperado del nimero de discos defectuosos por caja es 0,95.

Varianza de una variable aleatoria discreta

El valor esperado nos da una idea acerca del valor promedio o central para la variable
aleatoria, pero es importante tener ademas una medida de la dispersion o variabilidad de
los valores posibles de la variable aleatoria. La varianza es una medida usada para
representar la dispersion o variabilidad en los valores de una variable aleatoria. La
varianza de una variable aleatoria discreta se calcula con la siguiente expresion:

V(X)=EX?) - [EX)T], donde E(X?)=>"x*f(x)

Una medida de dispersidn relacionada es la desviacion estandar, o, la cual se define
como la raiz cuadrada positiva de la varianza.

oy = V[X]

Ejemplo 5.3: Si se desea calcular la varianza y desviacion estdndar de la variable
aleatoria definida en el ejemplo anterior.

E(X?) =) X?*f(x)=07(0,6) +1°(0,2) +2°(0) +3%(0,05) + 4 (0,05) = 1,85
Entonces: Varianza = V[X ] =1,85-0,95° =0,9475 (discos duros defectuosos)?

Luego, Desviacion Estandar de X = o, =0,9734 discos duros defectuosos.

Ejemplo 5.4: Un jugador lanza tres monedas corrientes. Gana $5, si salen tres caras, $
3 si salen dos caras y $1 si solamente sale una cara. De otro lado pierde $ 15 si salen
tres sellos. Calcule e interprete el valor esperado del juego.
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5.4 Principales variables aleatorias discretas

Distribucion de probabilidad Binomial

La distribucion de probabilidad binomial es una distribucion discreta de probabilidad
que se relaciona con un experimento binomial, el cual tiene cuatro propiedades:

1. El experimento consiste de una sucesion de “n” intentos o ensayos idénticos.
2. En cada intento o ensayo son posibles dos resultados. A uno lo llamaremos éxito y
al otro fracaso.
. La probabilidad de obtener un éxito, “p”, no cambia de un intento o ensayo a otro.
4. Los intentos o ensayos son independientes.

En un experimento binomial la variable aleatoria de interés se define como X = Numero
de éxitos obtenidos en los n intentos o ensayos. Esta variable aleatoria puede tomar los
valores 0,1,2,---,n. La funcién de distribucion de probabilidad asociada con esta

variable aleatoria es:

n—x

f(x)=P[X =x]=C}p*(1-p) , x=0,1,2,---,n
El valor esperado: ~ E[X]=np. Lavarianza: V[X]=np(1-p).
Lo anterior puede escribirse como: X ~ B(n, p).

Ejemplo 5.5: La probabilidad de que cualquier simbolo particular de codigo se
transmita erroneamente a través de un sistema de comunicaciones es 0,10. En la
transmision de los simbolos los errores ocurren de manera independiente unos de otros.
Suponga que se envia un mensaje formado por 10 simbolos. ¢(Cuél es la probabilidad
que se transmitan erroneamente solo dos simbolos?

Sea X = Numero de simbolos transmitidos erréneamente del total de 10, entonces
X ~ B(n =10,p= 0.10). La funcion de distribucién de probabilidad es

f (x)=P[X =x]=C¥0,10(0,90)" ", x=0,1,2,---,10
Luego, f(2)=P[X =2]=C0,10?(0,90)" " =0,1937.

Utilizando el MS EXCEL VERSION 2010:
MenU Formulas dar clic en Insertar Funcion, seleccionar DISTR.BINOM.N

-
i Ll T |- - L] w -
o Argumentas de funcidn - 7 |
Buscar una fundidén:
DISTR.BINOM.N

Escriba una breve descripddn de lo que desea hacer v, a III .
continuacién, haga dic en Ir Nim_éxito |2 Rl = 2
O seleccionar una categoria: | Todo E| Ensayos | 10 g - 10

Selecdonar una funcidn: Prob_éxito 0.1 EI - 01

| . el = 0.
DISTR.BETA.INV - =
DISTR.BETA.N Acumulado 0| FRi| = FALSO
DISTR..BINOM
=
DISTR. CHI - - onE
DISTR.CHICUAD Devuelve a probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una distribucién binomial.
DISTR..CHICUAD.CD 2 . . .
DISTR.BINOM.N(ntim_éxito, T i0) Acumulado es un valor [dgico: para usar |a funcidn de distribucidn acumulativa =
Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una VERDADERO; para usar I funcién de probabildad bruta = FALSO.
distribucidén binomial,
Resultado de la formula = 0.193710245
Ayuda sobre esta funcién Cancelar Ayuda sobre esta funddn Cancelar




Para, este ejemplo, P(X=2) NO est4 acumulando por tanto en el campo Acumulado se
ingresa el valor de “0” (FALSO)

P(X=2) = 0,193710

En general los campos en el EXCEL se ingresan de la siguiente forma:

-

Argumentos de funcién l D )
DISTR..BIMOM.N
Nim_éxito | ¥ ﬁ =
Ensayos n ﬁ =
Prob_éxito |p ﬁ =
Acumulade 0581 ﬁ =

Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una distribucidn binomial.

Acumulado es un valor ldgico: para usar la funcién de distribucidn acumulativa =
VERDADERQ; para usar |a funcidn de probabilidad bruta = FALSO.

Resultado de la farmula =

Avyuda sobre esta funcién Aceptar l I Cancelar

En Acumulado: 0 6 FALSO, calcula P(X =a) NO ACUMULA
En Acumulado: 1 6 VERDADERO calcula P(X <a) SI ACUMULA

Ejemplo 5.6: Con respecto al Ejemplo 5.5, ¢cual es la probabilidad de transmitir como
maximo tres simbolos errobneamente?

P[X <3]=P[X =0]+P[X =1]+P[X =2]+P[X =3]=0,9872

-

Argumentos de funcién - W I. ? &1
DISTR.BINOM.N
Nim_éxito |3 g = 3
Ensayos |10 ﬁ = 10
Prob_éxito |0.1 (=] = 01
Acumulado |1 [f%] = vERDADERO
= 0.987204302

Devuelve |a probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una distribucian binomial.

Miim_éxito es el nimero de éxitos en los ensayos.

Resultade de la férmula = 0.987204802

Avyuda sobre esta funcidn [ Aceptar ]l Cancelar J

Para, este ejemplo, P(X < 3) Sl estd acumulando por tanto en el campo Acumulado se
ingresa el valor de “1” (VERDADERO)

P(X < 3)=0,9872
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Ejemplo5.7: Se sabe que el 70% de los egresados de cierta facultad de una
universidad se titulan al afio de egresar de la universidad. El afio pasado egresaron 10 de
esta facultad.
a. Encuentre la funcion de distribucion del namero de egresados que se titulan al afio
de egresado
b. Calcule e interprete el valor esperado del nimero de egresados que se titulan al afio
c. Calcule la probabilidad de que:
i. Ninguno se titule
1. Menos de tres se titulen
iii. Mas de cuatro se titulen

Distribucion de probabilidad Hipergeomeétrica

La distribucion de probabilidad hipergeométrica esta estrechamente relacionada con la
distribucion binomial, pero difieren en dos puntos: en la distribucion hipergeométrica
los ensayos no son independientes y la probabilidad de éxito varia de ensayo a
ensayo.

En la notacion usual, r denota el nUmero de elementos considerados como éxitos que
hay en una poblacién de tamafio N, y N — r denota el nimero de elementos considerados
como fracasos que hay en dicha poblacién. La funcién de probabilidad hipergeométrica
se usa para calcular la probabilidad de que en una muestra aleatoria de n elementos,
seleccionados sin reemplazo, se tengan x éxitos y n — x fracasos. La funcién de
distribucion de probabilidad asociada con esta variable aleatoria es:

CrcN—l‘

f(x)=P[X =x]= XcN”‘X , x=max(0,n+r—N),---,min(r,n)
El valor esperado: E[X]:nL La varianza:V[X]:nL(l_Lj[N _”j
N ; N NJN-1
Lo anterior puede escribirse como: X ~H(N,n,r)
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Ejemplo 5.8: Una empresa fabrica fusibles que empaca en cajas de 12 unidades cada
una. Suponga que un inspector selecciona al azar tres de los 12 fusibles de una caja para
inspeccionarlos. Si la caja contiene cinco fusibles defectuosos, ¢cuél es la probabilidad

que el inspector encuentre mas de un fusible defectuoso?

Sea X = Numero de fusibles defectuosos encontrados por el inspector en la muestra de
tamafo tres, entonces X ~ H(N =12,n=3,r :5). La funcion de distribucion de

probabilidad es:
57
() =Px =x]= ", =0,
C3
57 57
Luego P[X >1]=1-P[X 31]:1_[%% +C152J:1_
3 3

Utilizando el MS EXCEL VERSION 2010:

1, 2, 3

0,6364 =0,3636.

Menu Formulas dar clic en Insertar Funcion, seleccionar DISTR.HIPERGEOM.N

[ |

-
Insertar funcion

Argumentos de funcién

- [ |

Buscar una funcidn:

Escriba una breve descripcidn de lo que desea hacer y, a
continuacién, haga dic en Ir

L= ]
-]

O selecdonar una categoria: | Todo

Selecdonar una funddn:

DISTR.F.N

DISTR.GAMMA

DISTR.GAMMA,INV

DISTR.GAMMA.N

DISTR..HIPERGEOM

DISTR.LOG.INV
DISTR.HIPERGEOM.N{muestra_éxito,nim_de_muestra,...)
Devuelve la distribucidn hipergeométrica.

Ayuda sobre esta funcidn Aceptar ] I Cancelar

DISTR.HIPERGEOM.N

Muestra_éxito

Nim_de_muestra
Poblacion_éxito

Nim_de_poblacién

Acumulado

Devuelve la distribucidn hipergeométrica.

Resultado de la formuia = 0,636363636

Ayuda sobre esta funddn

il

1

ﬁ‘

3

| ]

i
il

| [

1
3
5 &

i

12

)

12

7

i

1 = VERDADERO

I

= 0.636353636

Acumulado es un valor lgico: para usar la funcidn de distribucdion acumulativa =
VERDADERC; para usar |a funcidn de densidad de probabilidad = FALSO. |

Para, este ejemplo, P(X>1) = 1-P(X <1)

P(X<=1) SI esta acumulando por tanto en el campo Acumulado se ingresa el valor de

“1” (VERDADERO)
P(X < 1) = 0,63636

P(X>1)=1-0,63636 = 0,36363

En general los campos en el EXCEL se ingresan de la siguiente forma:
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Argumentos de funcién @Iéj

DISTR.HIPERGEOM.N

il

Muestra_éxito

%‘1
0]

il

Nim_de_muestra

%‘1
]

1

Poblacion_éxito

%‘1
]

i

%‘1
]

X

n

r
Mim_de_poblacion M

ad

il

Acumulado 1

%‘1
]

Devuelve la distribucién hipergeométrica.

Acumulado es un valor ldgico: para usar la funcién de distribucidn acumulativa =
VERDADER.O); para usar la fundén de densidad de probabilidad = FALSO.

Resultado de la férmula =

Ayuda sobre esta funcdn Aceptar ] | Cancelar

En Acumulado: 0 6 FALSO, calcula P(X =a) NO ACUMULA
En Acumulado: 1 6 VERDADERO calcula P(X <a) SI ACUMULA

Ejemplo 5.9: Lotes de 40 componentes cada uno se consideran aceptables si no
contienen mas de tres defectuosos. El procedimiento para muestrear el lote es la
seleccion de cinco componentes al azar y se rechaza el lote si se encuentran un
componente defectuoso.

a. Escriba la funcidn de distribucion de la variable definida como X: namero de
componentes defectuosos en la muestra. Interprete

b. ¢Cual es la probabilidad de que se encuentre exactamente un componente
defectuoso en la muestra si hay tres defectuosos en todo el lote?

c. ¢Cudl es la probabilidad de rechazar el lote?

d. Determine e interprete la mediay la varianza de la variable aleatoria X
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Distribucion de probabilidad de Poisson

En esta seccion se describe una variable aleatoria discreta que se usa con frecuencia
para estimar la cantidad de sucesos u ocurrencias en determinado intervalo de
tiempo o espacio. Por ejemplo, la variable aleatoria de interés podria ser:

X = Numero de clientes de los clientes al banco por hora
X = Numero de reparaciones necesarias por cada 10 kilometros de carretera
X = Numero de fugas en 100 millas de un oleoducto.

Si se satisfacen las dos propiedades siguientes, la variable aleatoria X = NUmero de
ocurrencias en determinado intervalo de tiempo o espacio es una variable aleatoria
discreta que se describe con la distribucion de probabilidad de Poisson:

. La probabilidad de una ocurrencia es igual en dos intervalos cualesquiera de igual
longitud.

. La ocurrencia 0 no ocurrencia en cualquier intervalo es independiente de la
ocurrencia o no ocurrencia en cualquier otro intervalo.

La funcion de probabilidad de Poisson es:

e—/l X
f (X)z P[X = X]= T Xx=0,172,
El valor esperado: E(X)=1
La varianza: V(X)=4
Lo anterior puede escribirse como: X ~P(4),

Donde: 4 es la tasa o nimero promedio de ocurrencias en determinado intervalo de
tiempo o espacio y e=2,71828 .

Ejemplo 5.10:La divisibn de mantenimiento de telefonia esta tratando de decidir
cuantos reparadores necesita para proporcionar un nivel aceptable de servicio a sus
clientes. EI nimero de quejas que llegan al centro de servicio sigue una distribucion de
Poisson, con una tasa promedio de 30 llamadas al dia. ;Cual es la probabilidad de
recibir en el centro de servicio méas de 20 quejas en medio dia?

Sea X = Numero de quejas que llegan al centro de servicio en medio dia, entonces
X ~P(A=15). La funcién de distribucion de probabilidad es:

-15 X
f(x)=P[X =x]= =2 x=0,0.2,-

Luego, P[X >20]=1-P[X <20]=1-0,9170=0,0830.
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Utilizando el MS EXCEL VERSION 2010:

Menu Formulas dar clic en Insertar Funcion, seleccionar POISSON.DIST
Insertar funcidn &Iér

Argumentos de funcidn
Buscar una fundién:

Escriba una breve descripcicn de lo que desea hacer v, a E] POISSON.DIST

continuacién, haga dlic en Ir

"
=1

X
Media 15

0 seleccionar una categoria: | Todo |Z|

Selecconar una funddn:

PER.CENTIL.INC o Acumulado |1
PERMUTACIONES
PI _
POISSON = 0.91702909

POISSON.DIST Devuelve I distribucidn de Poisson,
POTENCIA

PRECIO 3L Acumulado es un valor ldgico: para usar [a probabilidad acumulativa de Poisson =

POISSON.DIST(x, media,acumulado) VERDADERO; para usar la fundidn de probabilidad bruta de Poisson = FALSC,
Devuelve |a distribucion de Poisson.

| [T [T
"
—
o

= VERDADERQ

Resultado de la formula = 0.91702909

Ayuda sobre esta funcién Ayuda sobre esta funcidn
L

Para, este ejemplo, P(X>20) = 1- P(X < 20)

P(X <20) Sl esta acumulando por tanto en el campo Acumulado se ingresa el valor de
“1” (VERDADERO)

P(X<20)=0,91702

P(X>20) = 1- 0,91702= 0,08297

En general los campos en el EXCEL se ingresan de la siguiente forma:

Argumentos de funcién @IéJ

POISSON.DIST

X |x = -
Media A ﬁ:

n
1

#
1]

Acumulade (041

Devuelve la distribucidn de Poisson,

Acumulade ez un valor |dgico: para usar la probabilidad acumulativa de Poisson =
VERDADERQ; para usar |a funcidon de probabilidad bruta de Poisson = FALSQ,

Resultado de la férmula =

Ayuda sobre esta funcién Aceptar l [ Cancelar

En Acumulado: 0 6 FALSO, calcula P(X =a) NO ACUMULA
En Acumulado: 1 6 VERDADERO calcula P(X <a) SI ACUMULA

Ejemplo 5.11:Con respecto al Ejemplo 5.6, ¢cuél es la probabilidad que lleguen al
centro de servicio menos de 25 quejas al dia?

Sea X = NUmero de quejas que llegan al centro de servicio por dia, entonces
X ~P(4=30). La funcién de distribucién de probabilidad es:
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e—SO 30X

f(x)=P[X =x]= i

, Xx=0,1,2,---

Luego, P[X <25]=P[X <24]=0,1572.

Ejemplo 5.12:Cierto tipo de tela para tapiceria tiene, en promedio, dos defectos por
metro. Si se supone una distribucion de Poisson, ¢Cual es la probabilidad de que un
rollo de 30 metros de esta tela tenga cuatro o méas defectos?

Ejemplo 5.13:Suponga que un campeonato de fatbol, en cada partido el arbitro saca un
promedio de 3,5 tarjetas amarillas. Calcule la probabilidad de que en un partido
cualquiera de este campeonato haya

Cuatro tarjetas amarillas

Entre cuatro y seis tarjetas amarillas

No mas de tres tarjetas amarillas

Ninguna tarjeta amarilla

Por lo menos tres tarjetas amarillas

P00 T
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5.5 Variables aleatorias continuas

Una variable aleatoria continua toma un numero infinito de valores: estos valores
pueden asociarse a mediciones en una escala continua, de manera que no exista espacios
vacios o interrupciones. Por ejemplo la medida del punto de ebullicion del agua, tomara
valores cercanos a 100 grados centigrados cuando la medicion se realiza a nivel del mar.
En el caso de variables aleatorias sélo tiene sentido referirse a probabilidades sobre
intervalos, mas no sobre valores puntuales. Por ejemplo si X es una variable aleatoria
que representa el peso real de un frasco de 250 gramos de café instantaneo escogido al
azar, entonces en este caso tiene sentido preguntarse sobre el valor P(246 < X < 266),

pero no tiene sentido escribir P(X = 245), pero en la ninguna lata de café instantaneo
pesaréd exactamente 245 gramos, luego se dirda que P(X =245)=0

La probabilidad de que
la variable aleatoria X
tome valores entre los
nimero a y b, esta dada
por el area bajo la curva
de f desde a hasta b.

5.6 Definicion

Una variable aleatoria es continua si puede asumir cualquier valor en uno 0 mas
intervalos de nameros reales y la probabilidad que asuma un valor especifico dado es
cero.

Sea X una variable aleatoria continua, y sea f una funcion tal que:

1. f(x)20 , Vxe®R

2. j f(x)dx =1

3. P(@as<X<h)=Pla<xX<bh)=P(@a<X<h)=Pla<X <b)=I:f(x)dx
Entonces f se llama funcion de densidad de X

Condiciones necesarias y suficientes para que una funcién f sea funcion de
densidad.

1. f(x)=0
2. jif(x)dx:l
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5.7 Principales variables aleatorias continuas

Una diferencia fundamental que separa las variables aleatorias discretas de las continuas
es el calculo de las probabilidades. Para una variable aleatoria discreta, la funcion de
probabilidad f proporciona la probabilidad que la variable aleatoria tome un valor
especifico x. Para las variables aleatorias continuas la funcion que permite obtener las
probabilidades es la funcion de densidad de probabilidad, que también se denota por f .
La diferencia es que esta Gltima no permite encontrar directamente las probabilidades.
No obstante, el area bajo la grafica de f, que corresponde a un intervalo determinado,

da la probabilidad que la variable aleatoria continua tome un valor en ese intervalo. Una
de las implicaciones de la definicion de probabilidad para variables aleatorias continuas
es que la probabilidad para cualquier valor especifico siempre es cero.

Distribucion de probabilidad uniforme

Suponga que una variable aleatoria toma valores igualmente distribuidos sobre un
intervalo. Es decir, la probabilidad que la variable aleatoria tome un valor en cada
subintervalo de igual longitud es la misma. Se dice entonces que la variable aleatoria se
encuentra uniformemente distribuida sobre dicho intervalo.

Una variable aleatoria continua X tiene distribucién uniforme sobre el intervalo (a,b)
si su funcion de densidad de probabilidad esta dada por:

1
f(x)=——, a<x<b
(x) - a<x
El valor esperado: E[X]=(a+b)/2
La varianza V[X]:(b—a)2/12
Lo anterior puede escribirse como: X ~U(a,b)

La funcién de densidad de probabilidad uniforme es constante en el intervalo (a,b) tal

como se muestra en la Figura 5.1. Por esta razén la distribucion uniforme también se
conoce como distribucién rectangular.

X ~Ui5; 103 a=o:b=10
'(X) -

0.2 1

IR o '

Figura 5.1
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Si a=0 y b=1 se dice que la variable aleatoria X tiene distribucion uniforme sobre el
intervalo unitario con funcién de densidad de probabilidad f(x)=1, 0<x<1. Esta

distribucion juega un papel importante en el proceso de simulacion de valores para una
variable aleatoria con una distribucién especifica.

Ejemplo 5.14:Una linea aérea anuncia que los vuelos de Lima a Cuzco tienen una
duracion promedio de una hora con 15 minutos. Si se supone que el tiempo de vuelo
entre las ciudades mencionadas tiene distribucion uniforme cuyo rango es igual a 18
minutos. ¢Cual es la probabilidad de que el vuelo tenga una demora mayor a 5 minutos?

La informacién del problema es

aJ2r|o=75 y b—a=18, entonces a=66 y b=84

Si X = Tiempo de vuelo (en minutos) de Lima a Cuzco, entonces X ~ U(a =66,b= 84)
. La funcion de densidad de probabilidad es:

Luego, P[X >80]=(84-80) x% = 0,2222,

Ejemplo 5.15:Una tienda que vende programas de software para microcomputadoras,
ha encontrado que entre el 5% y el 15% de los pedidos diarios requieren un envio
especial. Suponga que, como una primera aproximacion, consideramos que la
distribucion de pedidos (en porcentaje) en cierto dia seleccionado al azar es uniforme en
el intervalo que va de 5 a 15. Calcule la media, la varianza y la probabilidad de que el
porcentaje de pedidos este entre 9y 12.

X ~U(5; 15) u, =10%; o% =25/3; P(Q<x<12)=03
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Distribucion de probabilidad exponencial

Una distribucion continua de probabilidad que es util para describir el tiempo necesario
para realizar alguna actividad es la distribucion de probabilidad exponencial. La
funcién de densidad de probabilidad exponencial es:

Esperanza y varianza.

El valor esperado y la varianza de la variable X son: E(X)=4; V(X)=p?
Lo anterior puede escribirse como X ~E(B),

La Figura 5.2 muestra tres distribuciones exponenciales con diferentes parametros.

2.0

— Beta = 0.5
1.0 A Beta = 1.0
— Beta = 2.0

B

Y \_\_\—\7

——

0.0

Figura 5.2

Para calcular probabilidades acumuladas en la distribucién exponencial se puede utilizar

la siguiente expresion:
k

P[X <k]=1-¢”

Ejemplo 5.16:El tiempo de duracién (en horas) de un dispositivo electrénico es una
variable aleatoria que tiene la siguiente funcion de densidad

1 X
f(ix)=—-e®, x>0
(x) 08 X

¢ Cual es la probabilidad que un dispositivo elegido al azar dure como mas de 80 horas?

Si X = Tiempo de duracion (en horas) de un dispositivo electronico, entonces

X ~Exp(f8 =50)

Luego, P[X >80]=1-P[X <80]=1-0,7981=0,2019.
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Utilizando el MS EXCEL VERSION 2010:

Menu Formulas dar clic en Insertar Funcion, seleccionar DISTR.EXP.N

r — : [N
Insertar funcin ‘ ‘ M Argumentos de funcidn ‘ _‘ lﬂﬂ

Buscar una funcdn:

P DISTR.EXP.N
Escriba una breve descripddn de lo que desea hacer v, a
continuadidn, haga dic en Ir

X 80

O selecdonar una categoria: Todo |Z|
Lambda 1/50

Selecdonar una funcién:

=] _
DISTR.BINOM.N - Aam |1 gl| = VERDADERQ
DISTR.CHI

DISTR.CHICUAD | = 0.798103482
DISTR.CHICUAD.CD T ive la distibucid il

DISTR.EXP Devuelve [a distribucion exponencial,

DISTR.EXP.N

DISTR.F 2
DISTR.EXP.N(x,lambda,acum)

Devuelve la distribucién exponencial.

Lambda es el valor del pardmetro, un nimero positivo,

Resultado de la formula = 0.798103432

T e ey Ayuda sobre est fundidn

— '\

—— — —

Para, este ejemplo, P(X >80) = 1- P(X < 80)

P(X <80) Sl esta acumulando por tanto en el campo Acumulado se ingresa el valor de
“1” (VERDADERO)

P(X < 80) = 0,7981
P(X > 80) = 1- 0,7981= 0,2019

En general los campos en el EXCEL se ingresan de la siguiente forma:

ISTR.EXP.N
x|« = =
Lambda IL"B E—ﬂ =
Acum |1 & = WERDADERD

Devuelve la distribucion exponencial.

Lambda es &l walor del parametro, un ndmero positivo,

Resulkada de la Férmula =

Ayvuda sobre esta Funcion Aceptar I Cancelar |

En Acum: 0 6 FALSO, devuelve el valor de la funcion en el punto X = a (No es una
probabilidad)

En Acum: 1 6 VERDADERO calcula P(X <a) SI ACUMULA

Ejemplo 5.17:Con respecto al problema anterior, ;cuantas horas como minimo debe

durar uno de estos componentes para ser considerado dentro del 20% de los maés
durables?
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Ejemplo 5.18:Una de las empresas de la categoria A se llama “FOCOSA” y se dedica a
la fabricacion de focos eléctricos. Se tiene interés en estudiar la variable aleatoria
continua X, duracién dado en unidades de 100 horas. Se considera que X se distribuye
segun la siguiente funcion de densidad:

f(x):{e %are;CO<x<oo

Supdngase que el costo de fabricacion de foco es de $50. El fabricante vende el articulo
a $125, pero garantiza una devolucion y reintegra si X < 0,9. ;Cudl es la utilidad
esperada por articulo?
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Distribucion de probabilidad normal

Quizés la distribucién méas importante de probabilidad para describir una variable
aleatoria continua es la distribucién de probabilidad normal. Esta tiene una gran
variedad de aplicaciones préacticas en las que las variables aleatorias son altura y peso de
personas, puntuaciones de examenes, mediciones cientificas, etc. También se utiliza en
el proceso de inferencia estadistica que es el tema principal del siguiente capitulo.

La funcion de densidad de probabilidad que la define es la siguiente:

( ) 1 7(X_ﬂ)2
f(x)=— — e 27 | —co<X<0
G\/E
El valor esperado es: x; La varianza es: o
Lo anterior puede escribirse como: X ~ N(,u,az)

Hay algunas observaciones por mencionar acerca de las caracteristicas de la distribucién
de probabilidad normal.
. La familia completa de distribuciones de probabilidad normales se diferencia por su

media 4 Yy su varianza o”.

« El punto més alto de la curva normal es la media, que también es la mediana y la
moda de la distribucion.

. La media de la distribucion puede ser cualquier valor numérico: negativo, cero
positivo. La Figura 5.2 muestra tres distribuciones normales con la misma varianza
pero con tres medias distintas.

. Ladistribucion de probabilidad normal es simétrica y su forma a la izquierda de la
media es una imagen idéntica de la forma a la derecha de la media. Las colas, es
decir, los extremos o los lados de la curva se prolongan al infinito en ambas
direcciones y, teéricamente, nunca tocan el eje horizontal.

« La desviacién estandar determina el ancho de la curva. A valores mayores de la
varianza se tienen curvas mas anchas y bajas que muestran una mayor dispersién en
los datos. La Figura 5.3 muestra tres distribuciones normales con la misma media
pero con diferentes varianzas.

« Las probabilidades para la variable aleatoria normal estan dadas por éreas bajo la
curva. El area total siempre es igual a uno, esto se cumple para todas las
distribuciones continuas de probabilidad. Debido a que la distribucion normal es
simétrica, el area total bajo la curva a la izquierda de la media es 0,50 y, por
consiguiente, el area total bajo la curva a la derecha de la media es también 0,50.

oz

[ -
L1} oan
ois

[ ] ois

NN E N

o 1 2 k] 4 3 1] T 3 LI B 12 131 14 13

e e —— =2 fricha=d, Yanmca =2 — tricha=I0, Ve =2

|—H:r.|u=i Yamoa=d — e oS, Vaoma=2 — fiodm =5, Yo =1 |

Figura 5.2 Figura 5.3
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Ejemplo 5.19:Una méaquina que expende bebidas ligeras esta regulada de modo que
descarga un promedio de 200 ml por vaso. Si la cantidad descargada por esta maquina
tiene distribucion normal con desviacion estdndar 15 ml. ;Qué porcentaje de los vasos

servidos contendra mas de 224 ml?

Sea X =Cantidad descargada por la méaquina de bebidas (en ml), entonces

X ~ N(u=200;0=15).
Luego,

P[X >224]=1-P[X <224]=1-0,9452=0,0548.

Aproximadamente el

5,48% de los vasos contendra mas de 224 ml.

Utilizando el MS EXCEL VERSION 2010:

MenU Formulas dar clic en Insertar Funcion, seleccionar DISTR.NORM

Insertar funcién

Buscar una funcién:

Escriba una breve descripcidn de lo que desea hacer v, a
continuacién, haga dic en Ir

Lx ]

0 selecdionar una categoria: | Todo B

Seleccionar una funddn:

DISTR. HIPERGEOM.N -
DISTR.LOG.INV
DISTR.LOG.NORM

DISTR.LOGNORM

DISTR.NORM

DISTR.NORM,ESTAND

DISTR.NORM.ESTAND, INV b
DISTR.MORM(x,media,desv_estandar.acum)

Esta funcidn est3 disponible por compatibilidad con Excel 2007 y versiones
anteriores,

Devuelve la distribucidn acumulativa normal para la media v desviacidn estindar
especificadas.

Avuda sobre esta fundidn

2| |

Argumentos de funcién

DISTR.MORM

X |24

Media 200

= w4

Desv_estandar | 15

= VERDADERO

= 0.945200708

Esta funcién estd disponible por compatibiidad con Excel 2007 y versiones anteriores.
Devuelve |a distribucion acumulativa normal para |z media y desviacion estandar especificadas.

Acum ||

Acum es un valor ldgico: para usar la funddn distribucion acumulativa =
VERDADERQ; para usar la funcién de densidad de probabilidad = FALSO.

Resultado de |2 firmula = 0,945200708

Ayuda sobre esta funcion

&

Para, este ejemplo, P(X>224) = 1- P(X < 224)

P(X < 224) Sl esta acumulando por tanto en el campo Acumulado se ingresa el valor

de “1” (VERDADERO)

P(X < 224) =0,9452
P(X >224) = 1- 0,9452= 0,0548
En general los campos en el EXCEL se ingresan de la siguiente forma:

Argumentos de funcion

il

ISTR.MORM.M

% [x

Media I“

Desy_estandar Isigma

Acumulado I i

= WERDADERC

Devuelve la distribucion normal para la media v la desviacion estandar especificadas.

Desy_estandar es la desviacion estandar de la distribucion, un nimero positivo.,

Resultado de a Farmula =

Ayuda sobre esta Funcidn

Acepkar I

Cancelar |

Ejemplo 5.20:Con respecto al ejemplo anterior, ¢cual es la probabilidad que un vaso

contenga entre 191 y 209 ml?

P[191< X <209]=P[X <209]-P[X <191]=0,7257 ~0,2742 = 0,4515
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Ejemplo 5.21:Con respecto al Ejemplo 5.14, ;cudl es la cantidad mé&xima descargada
por esta maquina en un vaso para poder considerarlo dentro del grupo del 30% con
menores contenidos?

P[X < k]:0,30, entonces k =192,13 ml

Distribucion de probabilidad normal estandar

Se dice que una variable aleatoria que tiene distribucién normal con media cero y
varianza uno tiene distribucién de probabilidad normal estandar. Si se desea calcular
una probabilidad para cualquier distribucién normal, ésta puede determinarse usando la
distribucion normal estandar. La expresion que permite pasar de cualquier variable

aleatoria normal con media x y varianza o* a la distribucion normal estandar es:

Ejemplo 5.22:Con respecto al Ejemplo 5.14, la probabilidad puede calcularse usando la
distribucion normal estandar.

P[X >224]:p[z >M}:P[z ~16]=1-P[Z <1,6]=1-0,0452 = 0,054

Utilizando el MS EXCEL VERSION 2010:

Menu Formulas dar clic en Insertar Funcion, seleccionar DISTR.NORM.ESTAND

Insertar funcién l B | - @ B
Argumentos de funcién l 2
Buscar una funcidn:
Escriba una breve descripcidn de lo que desea hacer v, a DISTR.NCRM.ESTAND
continuacidn, haga dic en Ir —
[ ==
0 selecdonar una categoria: | Todo |Z| z 1.6| lil = 18
Selecdonar una fundidn: = 0.945200703
DISTR.HIPERGEOM.N P Esta funcion esta disponible por compatibilidad con Excel 2007 v versiones anteriores,
DISTR.LOG.INV Devuelve la distribucion normal estandar acumulativa. Tiene una media de cero y una
DISTR.LOG.NORM desviacidn estdndar de una.
DISTR.LOGNCRM
DISTR.NORM s
IDISTR. NORM.EST, Z es el valor cuya distribudon desea obtener,
DISTR.NORM.ESTAND.INV mic
LA T Restltada de la férmula = 0,945200708
Esta fundidn esta disponible por compatibilidad con Excel 2007 y versiones e
anteriores,
Devuelve |a distribucién normal estandar acumulativa. Tiene una media de cero y Avuda sobre esta funddn Aceptar l | Cancelar
una desviaddn estandar de uno.
I
ﬂ Ayuda sobre esta fundién Cancelar

Para, este ejemplo, P(Z>1,6) = 1- P(X <1,6)
P(X <1,6) Sl esta acumulando por tanto en el campo Acumulado se ingresa el valor de
“1” (VERDADERO)

P(X <1,6) =0,9452

P(X > 224) = 1- 0,9452= 0,0548
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Ejemplo 5.23:Suponga que el sueldo mensual de los empleados de una féabrica se
distribuye normalmente con media de 600 nuevos soles y una desviacion estandar de
100 soles.

a. Calcule la probabilidad de que el sueldo de un empleado seleccionado en forma
aleatoria sea menor que 500 nuevos soles

b. Siel 2,5% de los empleados con mayores ingresos deben pagar un impuesto. ¢;a
partir de que sueldo se debe pagar dicho impuesto?

Propiedad reproductiva de la distribucion
normal

Si- X;,X,,+++, X, son k variables aleatorias independientes tales que X, ~N(z,o7)
para i =1,2,---,k entonces la variable aleatoria

Y =iCiXi ~ N(,u:ici,ui,az =Zk:Ci20'i2J
i=1 i=1 i=1

donde c,c,,---,C, son constantes.

Ejemplo 5.24:La duracion de las Ilamadas telefonicas de larga distancia realizadas
desde una central telefonica tiene distribucion aproximadamente normal con media y
desviacion estandar iguales a 130 segundos y 30 segundos respectivamente. Si en un dia
cualquiera se realizan 500 llamadas telefonicas desde esta central. ;(Cual es la
probabilidad que la duracién total de estas llamadas supere las 18 horas?

Si se define la variable aleatoria Y = Duracidn total (en segundos) de las 500 Ilamadas
telefonicas, entonces:

Y ~ N(=500x130,0" =500x30°)
Y ~ N(u =65000, 5" =450000)
Luego, P[Y >64800]=1-P[Y <64800]=1-0,3828=0,6172.
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5.8 Problemas

La empresa Enigma Soft se dedica a la venta de productos y servicios informaticos.
La siguiente tabla muestra el nimero de productos vendidos en las ultimas 60
semanas:

N° productos vendidos por semana 20 30 40 50 Total

N° de semanas 15 25 15 5 60

Calcular el coeficiente de variacion para la variable aleatoria X = NUmero de
productos vendidos por semana. Respuesta: CV= 28,342973

Un negocio de computadoras que atiende pedidos por correo tiene cuatro lineas
telefénicas. Sea la variable aleatoria X = NUmero de lineas ocupadas en un momento
dado, cuya funcion de probabilidad es:

N° de lineas ocupadas 0 1 2 3 4
f(x) 0,10 0,20 0,25 0,25 0,20

Calcule el valor esperado y la varianza de X. Respuesta: E(X)= 2,25 V(X) =1,5875

Un laboratorio afirma que una droga causa efectos secundarios en una proporcion de

tres por cada 100 pacientes. Si se eligen cinco pacientes al azar a los que se les

aplica la droga, calcular la probabilidad que

a. Ningun paciente tenga efectos secundarios. P(X = 0) = 0,8587

b. Al menos dos tengan efectos secundarios.  P(X > 2) = 0,008472

c. ¢Cudl es el nimero de pacientes que el laboratorio espera sufran efectos
secundarios debido a la droga en los proximos 500 pacientes? E(x)= 15

Suponga que en el Ejemplo 5,4 la probabilidad que un simbolo transmitido
erroneamente se corrija al recibirse es 0,4. Sea la variable aleatoria X = NUmero de
errores recibidos, una vez que el proceso de transmision ha terminado, del total de
10. ¢ Cual es su distribucion de probabilidad? X~B(10; 0,4)

Un ingeniero de control de calidad inspecciona una muestra tomada al azar de dos
calculadoras manuales de cada lote que llega de tamafio 18 y acepta el lote si ambas
estan en buenas condiciones de trabajo de otra manera se inspecciona todo el lote y
el costo se carga al vendedor. ¢Cudl es la probabilidad de que un lote se acepte sin
inspeccion adicional si contiene cuatro calculadoras que no estan en buenas
condiciones de trabajo? X~H(18; 2;4) P(X=0)=0,59477

Como parte de una encuesta sobre contaminacion del aire, un inspector decide
examinar las emisiones de seis de los 24 camiones de una compafiia. Si cuatro de los
camiones de la compaiiia emiten cantidades excesivas de contaminantes, ¢cual es la
probabilidad de que ninguno de ellos sea parte de la muestra del inspector?

X~H(24; 6; 4) P(X=0)=0,28797

La unica cajera de una agencia bancaria sabe por experiencia que entre las cinco y

las seis de la tarde, hora en que cierra el banco, llegan a su agencia en promedio dos
personas por minuto siguiendo una distribucion de Poisson. La cajera esta obligada
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10.

11.

12.

a atender a todas las personas que llegan hasta las seis de la tarde. Tres minutos
antes de las seis de la tarde no hay nadie en la cola y en ese momento ella recibe una
Ilamada telefénica que la obliga a ausentarse de su puesto durante diez minutos.
Calcular la probabilidad de que al volver a su puesto hayan mas de tres personas en
la cola.

X~P(6) ; P(X>3)=0,8488

Una compariia de telefonos emplea cinco operadoras quienes reciben llamadas
solicitando informacion general de los servicios de la compafiia. Las llamadas son
independientes y cada operadora recibe en promedio dos llamadas por minuto segun
la distribucion de Poisson.
a. ¢Cudl es la probabilidad de que en un periodo de un minuto, la primera
operadora no reciba ninguna llamada? Hay Independencia P(X = 0) = 0,27067
b. ¢Cual es la probabilidad de que durante un periodo de dos minutos, menos de 3
de las 5 operadoras no reciban llamadas?
Y~B(5; 0,01831) P(Y <3)=0,999940

El nimero de imperfecciones superficiales en los tableros de plastico utilizados en el
interior de automoviles tiene una distribucion de Poisson con una media igual a 0,05
imperfecciones por pie cuadrado de tablero de plastico. Suponga que el interior de
un automavil contiene 10 pies’ de tablero de plastico. Si se inspeccionan 10 autos,
¢cudl es la probabilidad que por lo menos 9 de ellos no tenga imperfecciones
superficiales en sus tableros de plastico?

X~P(0,5) ; P(X=0)=0,60653; Y~B(10; 0,60653) P(Y>=9)=0,05044

La cantidad diaria de café (en litros) que sirve una maquina localizada en el

vestibulo de un aeropuerto es una variable aleatoria que tiene distribucion uniforme

en (a=7,b=10).

a. Calcular la probabilidad que en un dia cualquiera la cantidad servida de café de
la maquina sea como maximo 8,6 litros. X~U(7,10) P(X <8,6) = 0,53333

b. Calcular la probabilidad que en un dia cualquiera la cantidad servida de café de
la maquina sea por lo menos 7,8 litros. X~U(7,10) P(X>=7,8) =0,73333

c. ¢Cual es la probabilidad que solo en dos de los siguientes cinco dias la maquina
haya servido méas de nueve litros de café? Suponer independencia donde sea
necesario.X~U(7,10) P(X >9) = 0,33333 Y~B(5, 0,3333) P(Y=2) =
0,329218

La mayoria de programas de computo tienen una funcion para generar nimeros
aleatorios. En Excel se usa la funcion ALEATORIO para generar ndmeros
aleatorios entre 0 y 1. Si la variable X representa el niUmero aleatorio generado, el
cual se sabe que se distribuye de manera uniforme entre 0 y 1, ;cudl es la
probabilidad de generar un nimero aleatorio con un valor mayor que su promedio
mas una desviacion estandar.

P(X>E[X]+0) = P(X >0,78867513)= 0,21132487

Una méaquina dispensadora de refresco llena vasos uniformemente, con una cantidad
de liquido servido en cada vaso con una media de 200 mililitros y una desviacion
estandar de 2,88675 mililitros. Calcule la probabilidad de que la dispensadora vierta
en un vaso mas de 202 mililitros de refresco.

P(X > 202)= 0,16019107
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13.

14.

15.

16.

La duracion (en minutos) de una conversacion telefénica de larga distancia nacional
tiene distribucion exponencial con promedio ocho minutos.
a. ¢Cual es la probabilidad que una llamada dure entre tres y diez minutos?
P(3<X<10)= 0,4007845
b. ¢Cuél es la probabilidad que una llamada dure méas de 9 minutos?
P(X>9)= 0,3246525
c. ¢Cuénto debe durar como minimo una llamada para estar considerada dentro del
10% de las de mayor duracion?
P(X<k)= 0,90 =>k=18.42
d. Si ya pasaron 5 minutos, ¢;cual es la probabilidad de que la llamada dure al
menos 4 minutos mas?
P(X>=9/X>5)= (1-P(x<=9))/(1-P(x<=5))= 0,6065

El tiempo de duracion de cierto componente electronico sigue una distribucion

normal con una media de cinco afios y con una desviacion estandar de un afio.

a ¢Cudl es la probabilidad que un componente elegido al azar dure mas de seis
afnos?

b ¢Cual es la probabilidad que un componente dure entre tres y seis afios?

c El fabricante esta dispuesto a reemplazar sélo el 3% de los componentes con
menores tiempos de duracion. ¢(Cual es la duracion que debe ofrecer el
fabricante como garantia?

d Suponga que se eligen al azar cinco componentes. ¢Cual es la probabilidad que
exactamente cuatro duren menos de siete afios?

El consumo de los clientes de cierto restaurante es una variable aleatoria con
distribucion normal con una media de 25 nuevos soles y una desviacion estandar de
5 nuevos soles. Se acerca fin de mes y el administrador del restaurante debe pagar
una factura atrasada de 5000 nuevos soles. Suponiendo que los consumos de los
clientes del restaurante son independientes. ¢ Cuél es la probabilidad que el consumo
de los préximos 195 clientes no sea suficiente para superar el monto de la factura
atrasada?

Un componente en forma de “U” va a formarse con las partes A, B y C. En la figura
se muestra el diagrama de las figuras ensambladas. La longitud Y de la parte A tiene
una distribucién normal con una media de 10 mm. y una desviacion estandar de 0,1
mm. El grosor X de las partes B y C tiene una distribucion normal con una media de
2 mm. y una desviacion estandar de 0,04 mm. Si todas las dimensiones son
independientes, ¢cudl es la probabilidad de que la abertura D sea menor que 5,9
mm.?
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